Problemas 
e 0) U) 
resistencia 

e ó 
materiales 


Dirigido por AVolmir 


| NY o xl 
EDITORIAL MIR | pra 


Problemas 
ea 
"materiales 


COopmuk 3a1au 
TO COMPOTHBJIEHMIO 
MATepuaJoB 


Moa penaxuneñ A.Boasmnpa 


MSNATENBOTRO "HAYKA"* MOCKBA 


Problemas 
e, E 
resistencia 

e a 
materiales 


Dirigido por A Volmir 


EDITORIAL MIR MOSCÚ 


Traducido-del ruso por S. A. Bulánaw 


Impreso en la URSS 
Ha uenanenom sore 
O Visnarensorao “Hayxa'. Pampran penaxuma biamko-MaTOMATITOCKOd 


ARTOPATY PI, 
O traducción al español, editorial Mir, 1986 


ÍNDICE 


Entrodueción ,.. +.» 
Signos convencionales uti 


BRODEEMAS. ia ss ATA RARE 
Capítulo 4. Tracción y compresión 0... .. dic 
Y le Jnpestiración experimental de la, tracción y la compresión 


Cálculo de tensiones y deformaciones - 0 o 0 0 
Condición de resistene ación de is desplazamientos 
Problemas estática: nados . 
Esfuerzos de montaje y de origen tén 
Consideración del peso propio y de las fuerzas centrí 
Cálculo según el estado límite . . . . . 
tados de tensión volumétrico, plano y 
'eorías (criterios) de la resistencia . 
Hilos flexibles y vasos dle paredes delgad 
a o o 


julo 2. Cizallamiento y torsión . o... oo. oo... < 


át 
4. Cizallamiento puro 
2. Cálculo de uniones soldadas y 'empalines 'remachados : 
3. Torsión de árboles de sección circular . 
4. Problemas estáticamente indeterminados a la torsión .. 
5, 
E 
B 


6 


¿ 
$ 
$ 
$5 
¡ 
Ey 
pi 


Cay 
E 
$ 
$ 
5 
¡ 
$ 
$ 


Cupítulo 3. Características geométricas de secciones de vigas... 


$ 1. Centro del área de uno sección ooo 
2. Momentos de inercia de secciones transversal 
$ 3. Momentos de inercia de las sceciones de perfiles laminados * 
$ 4. Momentos de inercia de secciones de vigas de paredes delgadas 


. Cálculo según el estado + ooo 5 
Torsión de barras de secciones no circulares . . ...... 
Muelles salomónicos de paso pequeño... 000 oo 
Problemas que se ven en ordenador 


Capítulo 4. Tensiones en vigas y estructuras sometidas a Mlexión . . 
5 1. Diagramas de fuerzas imteriores .. .. o... o... .. 


3 2. Módulos resistentes a la flexión - 

$ 3: Tensiones de flexión. Cálculo de seccion 

$ A. Vigas de paredes delgadas. Centro de flexión. 
pal ar a ai de de 

$5. Cálculo según el estailo límite 22000 

$ 6. Estructuras plamo-espaciales . 2 0... 


Capítulo 5. Desplazamientos en vigas y estructuras sometidas a flexión 


$ L. Vigas de secciones constantes estáticamenle determinadas . . - 
3 2. Vigas de sección variable... oo 


3 3. Vikas estáticamente indeterminadas 7 
3 4. Cálculo según el estado límite . 2000 
$ 5. Vigas sobre base elástica 0 oo e 
$ 6. Torsión restringida de barras de paredes delgadas de perfil abiorto 
$7. Estructuras plas 
$8. Estructuras plano-espaciales . o oa 
$ 9, Métodos de elementos finitos. Empleo de ordenadores paca “la 
Obtención de diagramas 
Capítulo 6. Resistencia compuesta... 2... . . . +... +... + 
$1. Flexión OsvÍadA . ooo 
$ 2. Tracción o compresión con flexión 220 
3 3. Estado Mmite de una barra sometida simultáneamente a flexión 


y tracción —. . 
$ 4. Flexión con totsi 
$ 5. Otros casos de resistencia compleja 
3 0. Barras de eje quebrado... + 0000 
$ 7. Barras de eje quebrado 200 


Capítulo 7. Estabilidad de barcas y de sistemas de barras . . 208 
$ 1. Estabilidad de las barras dentro de los límites de olasticidad 
$ 2. Estabilidad tras los límites de olasticidad . . ........ 
$ 3. Cálculo de la estabilidad (flexión longitudinal) por las normas 

del diseño estructural... ooo ee 
$ 4. Uso de mótodos aproximados de cálculo de la estabilidad de barras 
; sistemas de barras +20 ooo AGRA 


ón transversal y longitudinal 22 

lodos numéricos. Empleo de ordenadores 2220200 

Capítulo 8. Barras de curvatura grande, Cilindros de paredes gruesas 
$ 1. Barros de curvatura grande 


3 2. Cilindros de paredes gruesas - - - 


en 


Capítulo 9. Problemas de la Dinámica 


$ 1. Tensiones y deformaciones en los elementos raóviles de construc- 
GÁOMOS ooo .. 

$ 2. Oscllaciones propias de sistemas elásticos reducidos a sistemas 
con un grado de libertad ... 

$ 3. Oscilaciones forzadas de sisiemas ¿lásticos reducidos a sistemas 
con un grado de libertad 


.. Oscilaciones de sistemas con varios grados de libertad . . . 
. Acción del choque sobre una construcción . . . +... -. 
. Osciluciones paramétricas y autooscilaciones . . ... +. 

. Métodos numéricos. Utilización de ordenadores 


Sens 


$ 
$ 
$ 
$ 


Capítulo 14. Láminas y bóvedas . ...... 


$ 1. Flexión de láminas rectangulares . . . 

$ 2. Flexión de Jóminas circulares . . . . 

$3. Estabilidad de láminas rectangulares 

$ 4. Estabilidad de láminas rectangulares sometidas 

HR ¡dad local de barras de paredes delgadas 
Estal 


lidad de bóvedas . 
$ 7. Deformación postcrítica de láminas - . . 
$ 8. Mótados numéricos. Utilización de orde 
$ 9. Tensiones tangenci 


les en bóvedas reforza: 


Capítulo 12. Problemas de olimpiadas estudiantiles... .... + 
$ 1. Tracción y compresión . . . . . ORULTEPLAS EFE RA 
$ 2. Cizallamiento y torsión .. . . +. ea. prm” o... .4 
3 3. Características geométricas de las secciones - 20 a 
Y 4. Tensiones en vigas y estructuras debidas a flexión... .- 


3 5. Desplazamientos en vigas y estructuras debidos a flexión -<, 


SOLUCIONES E INDICACIONES 


RESPUESTAS .. EXA CA A OAR A 

AÑEROS 04000003 000000 Sh ta o da £ 
Anexo 4. Tablas de consulta... .. 0. 0.00. .«. .. 
Tabla 1. "Valores de las funciones y y m; para cálculos de" vigas sob 


base olástica y 
Tabla 2. Valores de las integrales detorminadas que se encuentran al 
calcular esfuerzos y desplazamientos en barras y anillos con eje 
circular 
Tabla 3. Coelici 
presión “axial ESA 
“abla 4. Valores de las funciones D (1), Y (10, £ (u) para cl cálculo de 
vigas en flexión transversal y lomgitadinal simultánea . .... 
“Tabla 5. Coeficiente pde reducción de la longitud 7 para barras de 
vigides constante con apoyos articulados << oo 
“Tabla 6. Angulares equiláteros de acero laminado + 222 
abla 7. Perliles de acero laminados en caliente. Vigas de doble T 
abla 8. Angulares inequiláteros, de acero laminados... . +. 
Tabla 9. Perfiles en U de acero laminados en caliente - - 
Tabla 10. Perfiles prensados de tipo Pr-100 
Tabla 14; Coeficientes de concentración elect 


tivos” para árboles con 


bolos 


internacional (SD)... . . SS als FECC 
Anexo 2. Cálculo de construcciones en ordenadores . . . 


INTRODUCCIÓN 


Preparando este libro los autores hemos tratado de abarcar las 
exigencias que impone la escuela superior al material didáctico 
dedicado.a las disciplinas fundamentales y de ingeniería en general. 
Este trabajo presenta una serie de problemas que reflejan el desa- 
rrollo de las distintas ramas de la técnica en los últimos tiempos. En 
salgunos capítulos fueron incluidos apartados dedicados a los méto- 
dos numéricos. Parte de los problemas de estos apartados debe ser 
resuelto por los estudiantes, componiendo previamente los programas 
Para el ordenador y ¡zando después Jos resultados del cómputo 
realizado por la máquina. 

El plan general que se siguió en la preparación del presente libro 
en gran medida responde al conocido libro de texto de V.J. Feodosiev 
cuya segunda edición fue publicada por Mir en 1985. La utilización 
del material expuesto en este compendio se hace más fácil gracias 
ala división de los capítulos en un nún:ero de párrafos suficientemen- 
'Le grande, dentro de los cuales la temática de los problemas es homo- 
génea. 

Los valores físicos están dados en las unidades internacionales S1. 
Junto con las principales unidades de las fuerzas, tensiones, otc., se 
vtilizan también unidades derivadas de los anteriores que resultaron 
más cómodas en la práctica académica. 

Todos los problemas tienen su respuesta. Muchos de ellos, además, 
contienen la descripción detallada de la resolución; los números de 
estos problemas contienen asteriscos. 

Las teorías (hipótesis) de resistencia utilizadas en el presente 
libro: la teoría de las tensiones normales máximas, la de alargamien- 
tos relativos máximos, la de tensiones tangenciales máximas, la de 

-la energía de variación de la forma, la-de tensiones límites (de Mohr) 
se menciónan, para abreviar, con los números desde 1 hasta V res- 
Ppectivamente. 
1. Teoría de las tensiones normales máximas, 


dex = 0, < [0h 
1. Teoría de los elargamientos relativos máximos, 


De, = 01 — $ (07 + 09) < lO) pr 


III, Teoría de las tensiones tangenciales máximas (hipótesis de 
la plasticidad de Saint-Venant). 


Denia == 0 — 0 < lo) ir 


TV. Teoría dela energía potencial :de la variación de la Jorina 
o teoría de las tensiones tangenciales octaédricas (hipótesis de la 
plasticidad de Huber — Mieses — Hencky) 


A A 
V. Teoría de Mohr (hipótesis de los estados límites) 
15 a 
De, y 0 OO 0<[0ltr- 


Si los factores de soguridad en tracción y en compresión son 
iguales, entonces 


y =04— ER 7 lO hr. 
Para los materiales frágiles y somifeágiles 
e TS 


Los capítulos 1—3 y 14, así como el $ 2 del cap. 4, $ 3 del cap 10, 
los $$ 1—3 del cap. 12 fueron escritos por Yu.P. Grigoriev; los capí- 
tulos 4, 5, así como el $ 2 del cap. 11 y los $$ 4, 5 del cap. 12, por 
V.A. Marin; el capítulo 6, por V.V. Novitski; el capítulo 7, así 
como el $6 del cap. 9 y el $8 del cap. 11, por A.S, Volmir: loscapíta- 
los $—40, por A.I. Kodanev. 

Algunos problemas originales fueron preporados pare el presente 
libro por: A.A. Umanski — 5.124, 5.131, . Jairnásov — 


5.148—5.150, 7.73—7 K 4, 9. Per . Trapezin y 
B.V. Zaslavski — 5.61; lvani — 7.2, 
7.6, 7.12, 7.45, 7.17, 7.24, — 7.18, 7.30, 


11.54, 14.55; 1.1. Trapezin — 10.3, 10.4, 10.9; Yu.P. Grigoriev — 
10.21—10.25; V.A. Jlin — 14.52, 11.53, 11.56. El programa CINT' 
para el ordenador fue elaborado por T.V. Nevskaya. Él esquema 
sinóptico 1 fue confeccionado por V.N. Moskalenko, el 2 y 3, por 
A.E. Tijomírov. 


Los autores 


SIGNOS CONVENCIONALES UTILIZADOS 
EN EL LIBRO 


z, y, 3 — coordenadas 
1 — longitud de barra, luz de la viga 
b, h — dimensiones de la sección rectangular 
r, d — radio y diámetro de la sección circular 
F — área de la sección transversal 
J, Fy — momento de inercia de la sección, momento polar de 
inercia 
i — radio de giro do la sección 
A, Al, e — alargamiento de la barra, alargamiento relativo 
»— flecha de la viga 
9 — ángulo de giro de la sección de.la viga 
“y — ángulo de torsión 
u — coeficiente de Poisson 
P -— fuerza concontrada 
M, L — momento concentrado 
q — intensidad de la carga distribuida 
N — fuerza normal que actúa en la sección 
M, Q — momento flector y esfuerzo cortante que actúan en la 
sección de la viga 
o, t— tensión normal y tensión tangencial 
fo], [tr] — tensiones admisibles normal y tangencial 
E, G— módulo de elasticidad y módulo de cizallamiento del 
material 
£, y — densidad del material, masa específica 
Oprop — límite de proporcionalidad 
Oti, 07 — límite de fluencia y Jímite de resistencia a la rotura 
01 — límite de fatiga 
0, — límite de fatiga en el ciclo simétrico 
LKoz Kuz pcetigienta de disminución total de la resistencia por 
fatiga 
«“ — frecuencia de oscilacionos, también área del diagrama 
de momento 
n — número de revoluciones 
7 — temperatura, también energía cinética 
U — energía potencial 
1 — tiempo, también temperatura 
Pp — presión 


PROBLEMAS 


CAPÍTULO 1 


TRACCIÓN Y COMPRESIÓN 


$ 1. Investigación experimental de la tracción 
y la compresión 


. Para comprobar la magnitud dol esfuerzo creado por la 
máquina de ensayo se usa una muestra cilíndrica do referoncia do 
amero d=50 mm. El alargamiento de la muostra estirada, 
medido en una longitud 1 = 100 mm resulta igual a Al =0,Í mm. 
Determinar el esfuerzo longitudinal W y la magnitud de las tensiones 
normales g en la muestra, si el módulo de clasticidad del material 
de la muestra E =2,04-10% MPa y el límite de proporcionalidad 
Oprop = 260 MPa. 

1.2. Un tensómetro mecánico de base s = 100 mm ostá instalado 
sobre una muestra cilíndrica normal de diámetro d = 20 mm. Durante 
ol alargamiento do la muestra se han fijado las indicaciones dol 
tensómetro: =8 mm, n¿= mm, ny = 54 mm, n, =76 nm 
que corresponden a las inagnitudos de la fuerza de tracción: P, = 
=10 kN, P,=20 kN, P,=30 kN, P,=40 kN. Calcular la 
magnitud media del módulo de elasticidad del material de la muestra, 
si se sabe que el aumento del tensómetro os le == 500. ¿Do qué mate- 
rial está probablemente hecha la muestra? 

1.3*. Ántes de la prueba la parte de trabajo de la muestra normal 
de diámetro d, = 10 mm está di a por trazos finos en 10 partes 
iguales. Después de romper la muestra las distancias entre los trazos 
resultaron iguales a: 2,., = 12 mm, l, 
laa = 1 000, ly; = 16 mm, lao 
mar dep A ma, oa 1d, El dlémotco mínimo de da 
muestra en el Jugar de la rotura es igual a d, = 6 mm. Construir el 
diagrama de la distribución del alargamiento remanente relativo 
a lo largo de la muestra. ¿Qué valor tiene el alargamiento uniformo 
máximo Si? Calcular los alargamientos medio Ómog y máximo 
Smax Temanentes, así como Ja estricción de la muestra (p). 


1 


1.4*, Una muestra normal de diámetro d = 20 mm fue ensayada 
a tracción. Las deformaciones durante Ja prueba se medían por medio 
de dos tensómetros de espejo de base s = 100 mm con un aumento 
k = 500. Los datos del experimento se dan en la tabla siguiente; 
Tabla pora el problema 1.4 


Leoturas de los tensómetros Lecturas de los Lensometros 


derecho 1, | Szquierdo [en Po KN 
nm 


Carga P, 0N derecho | ienvierdo 
10 . mi am EIC 
10 20 40 6 58 82 
20 2 48 70 67 90 
30 34 58 80 75 98 
40 42 67 9 84 4 
50 50 75 00 95 417 


Calcular el módulo de elasticidad £ del material de la muestra 
y el límito de proporcionalidad convencional 0,002» 

4.5*, Sobro una muestra plana están instalados dos tensómetros. 
El tensómotro A está puesto a lo largo del eje de la muestra, el 
tensómetro B se encuentra perpendicularmente al eje. Los aumentos 
de los tensómetros son respectivamente iguales a k, = 950, kg = 
= 1190, Las bases de éstos son iguales: s, = sp = 20 mm. 
Al ostirar Ja muestra con una carga 


És de crecimiento escalonado se han obtenido 
los datos expuestos en la tabla. 
Í Tabla para el problema 1.5 
la Lecturas do los tensómotros 


Carga P, KN 
= ny om ag: ta 
2 4,5 36,0 
a 14,5 32,5 
2 2,0 30,0 
e 22 34,5 25,5 


Para el problema 4.5 — 

Calcular las magnitudes medias dél módulo de olasticidad longi- 
Audinal £ y del coeficiente de deformación transversal ya (coeficiente 
¿de Poisson). El área de Ja sección de la muestra es £ = 1.cm% 
“1.6. Determinar el valor del coeficiento de deformación transver- 
3al (coeficiente de Poisson) para el acero, si se sabe que durante la 
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compresión de un paralelepípedo de este material el crecimiento de 
las indicaciones del tensómetro longitudinal A es igual a An, = 
= 10 mm mientras que el crecimiento de las indicaciones del tensó- 
metro B os igual a An p = 3,5 mm. Las bases de los tensómetros son 
iguales: s, = sa = 20 mm. Los aumentos de los tensómetros son 
1000, k y = 1250. 

1.7". Una lámina de acero que tiene un orificio de diámetro d = 

= 20 mm fue ensayada a la tracción dentro de los límites de defor- 


Para el problema 18 Para el probloma 17 


maciones elásticas. El ancho de la lámina es ) = 60 mm, el grosor, 
h = 10 mm. Sobre Ja lámina se pegaron seis extensómetros de resis- 
tencia (medidores de alargamientos) de base s = 10 mm a distancias 
iguales entre sí. 

Las indicaciones de los extensómetros, obtenidas con ayuda del 
medidor electrónico de defórmacióñes estáticas, se dan en la tabla, 


Tabla para el problema 1.7 


Indicaciones de los extensómetros de resistencia ny 


Carga P, kN : T p » : 
5 7,0 2,0 20,0 

25 23,0 21,0 38,0 

45 43,0 41,0 58,0 


Construir el diagrama de tensiones normales en la sección debili- 
tada y calcular el coeficiente de concentración de tensiones junto 
lo elasticidad del material E = 2,0-10% MPa. 
ón del medidor de deformaciones es c = 
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1.8. Durante el ensayo de tracción de una muestra normal de 
diámetro d = 2 em y longitud L= 20 cm fabricada de acero pobre 
en carbono se obtuvieron los datos siguientes: el esfuerzo de tracción 
máximo Pmss = 182 kN, el esfuerzo en el momento de rotura 
Prov = 154 EN, la longitud de Ja parte de trabajo de la muestra 
después de la rotura 1, = 25,2 cm, el diámetro mínimo del cuello 
d, = 1,4 cm. Calcular el límite de resistencia a la rotura del material 
Os, el alargamiento remanente relativo 6, el estrechamiento rema- 
nente relativo 1. Hallar el valor aproximado del trabajo específico 
de la deformación considerando que el coeficiente de plenitud del 
diagrama de la tracción del acero pobre en carbono es igual a 0,85. 
Determinar la tensión real 0,yá, en el momento de la rotura. 

1.9. La escala del tensómetro tiene 40 graduaciones. Cada gra- 
duación es igual a 1 mm. El aumento del tensómetro es l: = 1 000, 
La precisión de lectura en Ja escala es igual a 0,2 mm. Determinar 
qué base s debe tener el tensómetro para poder asegurar en la zona 
elástica la determinación de Jas tensiones en las muestras de acero 
con una precisión de hasta As = 2 MPa. Calcular la magnitud del 
crecimiento máximo de las tensiones 'que puede ser medido por tal 
tensómetro, Se considera que el módulo de elasticidad del acero es 
igual a E = 2-10* MPa. 

1,10*, Calcular el error máximo posible en la determinación expe- 
rimental del módulo de elasticidad en compresión, si el error relativo 
del medidor de fuerzas de la prensa es 22%, el tensómetro permite 
medir el alargamiento con una precisión de 41% y en la medición 
de la longi ly el diámetro de la muestra se admite un error relativo 
de +0,5%. 


$ 2. Cálculo de tensiones y deformaciones 


1.11*. Una lámina de acero de sección 30 X 10 mm y longitud 
1= 250 mm está estirada por una fuerza P = 60 kN. El módulo 
de elasticidad del material de la lámina es E = 2-10" MPa. Calcular 
la tensión normal, así como los alargamientos relativo y absoluto 
de la lámina. 

1.12. Una barra cilíndrica hueca de longitud 1 = 200 mm some- 
tida a la acción de una fuerza de compresión se acortó elásticamente 
enlamagnitud Al = 0,2 mm. El diámetro exterior del cilindro es 
D = 40 mm, el interior es d = 30 mm. Determinar la magnitud de 
la fuerza de compresión y la tensión en la barra, si el módulo de elas- 
ticidad del material es igual a E = 2-10” MPa. 

1.13*, Una barra de acero cilíndrica de longitud 1 = 40 cm y de 
diámetro D = 2 cm está debilitada en su parte media por una ranura 
de Jongitúd 1, = 20 cm y de ancho h = 1 cm. Calcular el alarga- 
miento total y las tensiones en las partes debilitada y no debilitada 
de la barra, surgidas durante el estiramiento de ésta por dos fuerzas 
P = 15 kN. El módulo de elasticidad de] material es E = 2-10% MPa. 


44 


1.14*, Calcular las tensiones en el brazo AB y en el cable CB” 
de una grúa de mástil que levanta una carga P = 2 kN. El:brazo 
está fabricado de un tubo de acero de 20 X 18 mm, el áreade la 
sección transversal del cable es igual a 0,1 cm*. Hallar cómo cambian 


Para el problema 113 Vara el problema 1.14 


las tensiones en estos elementos, si, sin cambiar la magnitud de la 
carga, se hace pasar la grúa a la posición AB'C representada en la 
figura por líneas de trazos. 

1.15. La grúa trasladable representada en la figura tiene una 
capacidad de carga igual a P = 20 kN. Calcular las tensiones en 
los elomentos de la grúa y hallar la magnitud del acortamiento elás- 
tico de su brazo AC. El material del brazo de la grúa es acero con 


COMET, 
EZ AAA 


Para el problema 1. 


Para el problema 146 


el módulo de elasticidad E =2-10% MPa. Considerar que AB = 
= AE = AF =2 m. El ángulo EAF es igual a 90”. El plano ABC 
divido el ángulo diedro recto EABF en dos partes igualos, 

El diámetro de los cables BE, BF y de la cuerda 8C es igual 
a 20 mm. El diámetro del soporte AB es igual a 50 mm, y el brazo AC 
tiene una sección tubular de 100 x 92 mm. 

1.16*, La viga rígida OC, articulada en el punto O, está cargada 
con fuerzas repartidas uniformemente a lo largo de la misma. Calcular 
las tensiones normales en el tornapuntas AB, si el área de su sección 
es Fay = 5 cm. Despreciando la deformación de la propia viga, 
calcular la magnitud del desplazamiento vertical Ag del extremo 
libre de la viga (del punto €) considerando que el módulo de elastici- 
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dad del material de la riostra es E = 2-10 MPa. La intensidad de 
la carga repartida es q = 2 kN/m, 1=4m, h=1,5 m. 

1.17. Un tubo de hierro fundido de longitud igual a 1 m está 
expuesto a una fuerza do compresión P =200 kN. El diámetro 
exterior del tubo es D = 10 cm, el grosor de su pared, h=1 cm. 


Para cl problema 4.17 


Calcular la magnitúd de las tensiones en los casos de acortamientos 
absoluto y relativo del tubo. Se considera que E =1,2+10* MP, 

1.18*. Una barra de acero de sección redonda de diámetro.D 
= 3 cm, empotrada rígidamente por un extremo, está sometida a la 
acción de tres fuerzas dirigidas, como lo representa la figura, a lo 
largo del eje de ésta: P, = 100. kN, Py = 140'KN y Py =120 kN. 
Calcular las fuerzas longitudinales N y las tensiones a en los tramos 
1-—2, 2-3, 3—4 de la barra y los desplazamientos elásticos w de 
las secciones I—I, II—H1, HI—HIL Construir los diagramas de la 
fuerza longitudinal, de las tensiones y de los desplazamientos a lo 
largo de la barra. Considerar que el módulo de elasticidad del material 
de: lr barra es E = 2.10% MPa, las longitudes de los tramos son: 
a =» 0,2 b=01m,c=03 m. 

1719*. Una barra escalonada está cargada con fuerzas dirigidas 
a lo largo de su eje: P, = 120 kN, P, = 60 kN, P¿ = 20 kN. Las 


la T no 


4 Para el problema 1.19 


longitudes de los tramos de: la barra son a =0,2 m, b=0,4 m, 
e =0,8 m; las áreas do las secciones son iguales a Fa — 15 cul 
F 1 =10.cm2, F¿= 5 om”. El módulo de elasticidad del material 
dela barra es E = 2-405 MPa, Construir los diagramas de las fuerzas 
Jongitudinales Y, de las tensiones normales a, de los alargamientos 
relativos e y de los desplazamientos longitudinales de las secciones 
de la barra w. 
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1.20*. Dos barras cilíndricas: una hueca y escalonada la otra 
están fijadas por sus extremos superiores. Sus otros extremos están 
cargados con fuerzas de tracción. Calcular y comparar entre sí las 
rigideces de' estas barras a compresión Cesc Y Cnuec: Considerando 
que la relación do los diámetros es d/D = a < 1 y la relación de las 
longitudes de los tramos de Ja barra 
escalonada, ly/l, = B. Las longitudes 
totales de las barras son iguales. 
relación entre a y $ para 
deces de las barras sean 


iguales. 


$ 3. Condición de resistencia, 
determinación 
de los desplazamientos 


1.21*. Calcular el diámetro d 
de los bulones de sujeción del cilin- 
dro de un motor de combustión 
interna considerando que la distri- 
bución do los esfuerzos entre ellos es uniforme. Viene dado: el diáme- 
tro interior del cilindro D = 100 mm, la sobrepresión máxima de 
los gases en el cilindro p = 10 MPa, el número de bulonos » = 8, la 
tensión admisible en el material de los bulones [o] = 60 MPa, 

1.22. Efectuar el cálculo de comprobación de la resistencia del 
cilindro y el vástago del émbolo de un compresor que crea una presión 
p = 25 MPa, El diámotro interior del cilin- 
dro es D = 40 mm; el grosor do su pared, 
h= 2 mm, el diámetro del váslago, d= 
= 15 mm. La tensión admisible en el material 
del vástago es lo],4¿ = 160 MPa y on el del 
cilindro, [o]¿1, = 300 MPa. 

1.23*. Una carga P se soporta por dos 
barras iguales de sección F = 5 cm? inclina- 
das respecto a la vertical bajo ángulos igua- 
les Ea = 60”. Doterminar la magnitud admi- 
sible de la carga P y calcular e) desplaza- 
miento Ap del nudo 8; la tensión admisiblo 
y de tracción en el materia] de las barras es 

Tolte = 100 MPa, el módulo E = 2-10* MPa. 

1.24*, Determinar las áreas de las secci 
nos de las barras del soporte ABC cargado 
con una fuerza P = 150 kN deacuerdo con la 
tensión admisible [0],, = 120 MPa para la barra traccionada y 
[oleomp = 50 MPa para la barra comprimida. Los ángulos formados 
por las direcciones de las barras y la fuerza con la vertical son: 
a =435, P= 30, y =0. 


Para ol problema 1,20 


Para el problema 1.22 
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Para el problema: 1.23 Para el problema 1-24 


1.25*. El nudo plano ABC, cargado con una fuerza P = 100 kN, 
forma con la vertical un ángulo y = 30", Las longitudes de Jas barras 
de sujeción son: Lap '= 0,2m, Z4c = 0,1 m; las árcas de las seccionos 
son: Fay = 10 cm, Pac 3 cm*; los ángulos formados por las 
barras y la horizontal son « = 30? y P = 60%. El módulo de elastici- 
dad dol material de las barras es E = 2-10 MPa. Calcular: a) el 
desplazamiento horizontal del nudo Ay, b) el desplazamionto vertical 
del nudo Ay, c) el desplazamiento total dol nudo A y su dirección 
(el ángulo d formado por la dirección del desplazamiento total y la 
horizontal). 

1.26*. Una armadura plana, compuesta de barras de igual socción, 
se calienta a At =100 K. Determinar la magnitud del desplaza- 
miento vortical del nudo A, provocado por ol calentamiento, si el 
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Para el problema 1.25 Para el problema 4.26 


coeficiente de dilatación lineal del material de las barras es a = 
= 1,2510 y 1 = 100 cm. Considérese constante la lemperalura 
de las barras de apoyo. 

1.27*, Durante el montaje de una armadura resultó que la barra 
BC fue fabricada Ay = 0,005 2 más corta que su dimensión de pro- 


Para el probloma 127 


yecto. Déterminar el desplazamiento del nudo 4, provocado por este 
cambio de-la dimensión, considerando que los nudos]de la armadura 
son charnelas ideales: 1 =120 cm. 


48 


1.28, Calcular los esfuerzos en las barras de la estructura repre» 
sontada en la figura. Determinar la sección de la barra más cargada, 
si su tensión admisible es lo] 60 MPa. Calcular el desplazamiento 
vertical A, del nudo A, considerando que 
P= 50 kN, 1=80 cm, E =2-108 MPa, 

Considérense iguales las áreas de las sec- 
ciones de las barras. = 
1.29. Determinar el desplazamiento total Al 
13 


ya 


del nudo A de la estructura representada en 

la figura para el problema 1.28 provocado £ 

por el calentamiento de todas las barras a 

At = 200 K, si el coeficiente de dilatación Para cl problema 1.28 
linea] del material es a = 1,25 407, 

1.30, Calcular el desplazamiento total del nudo A de la estructura 
de barras representada en la figura para el problema 1.28, si se sabe 
que todas las barras están fabricadas un 0,5% más largas gue sus 
dimensiones nominales. 


$ 4. Problemas estáticamente indeterminados 


1.31*, Calcular el esfuerzo eu las barras de un nudo compuesto de 
tros barras y determinar la magnitud admisible de la carga P, con- 
siderando que el ángulo a = 30%, el área do la sección de cada una 
de las barras F = 2 cm”, el módulo de elasticidad E = 2-10 MPa, 
el límite de fluencia 07, = 260 MPa, el coeficiente de seguridad 
según el límite de fluencia nf, = 2, Determinar en cuánto variará la 
magnitud de la fuerza ad: ble P, si el área de Ja sección de la 
barra media se reduce dos veces sin cambiar las secciones de las 
barras laterales. 

1.32. El nudo A, compuesto de cuatro barras, está cargado con 
una fuerza vertical P. Calcular los esfuerzos en las barras del nudo, 
si apela a = 30”. El material y Jas secciones do las barras son 
iguales. 

1.33. Calcular la magnitud admisible de la fuerza P, aplicada en 
el nudo A el cual a su vez es sostenido por cuatro barras situadas 
simétricamente y dispuestas en un mismo plano con la fuerza. El 
material de Jas barras es acero, E = 2-10% MPa, 01, 
coeficiente de seguridad según el límite de fluencia 2 
a = 30”, Determinar en cuánto variará la magnitud de P, si 
medias AC y AD se fabrican de cobre estirado en frío para el cual 
E = 1,2.10% MPa, 01, =300 MPa. Las áreas de las seccionos de las 
barras son idénticas e iguales a P = 2 ém*, 

1.34*. El nudo plano A compuesto de cinco barras está cargado 
con una fuerza P inclinada bajo el ángulo a. = 30” respecto a la hori- 
zontal. Hallar los esfuerzos en las barras, considerando que estas 
últimas son de secciones iguales y están fabricadas de un mismo 
material. Los ángulos entre las barras son iguales: $ = 30", 
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Para el problema £31 — Para el problema 1.32 Para cl problema 1.33 


1.35. Calcular los esfuerzos en las barras del nudo plano A, consi- 
derando que son de igual sección y están fabricadas de un mismo 
material. Doterminar la magnitud necesaria del área de la sccción 
de la barra, si 2 = 100 KN y la tensión admisible [0] = 160 MPa. 


fa 


Pata el problema 1.34 — Para el problema 1.35 — Para el probloma 4.86 


1.36. Calcular los esfuerzos en las barras de una armadura Cstáti- 
camente indoterminada, considerando que las barras tienen secciones 
transvorsales iguales y están hechas de un mismo material. Elegir 
el área de la sección por la barra más cargada cuando P = 150 kN 
y la tensión admisible [o] = 160 MPa. 

1.37. Entre los extremos libres de dos barras empotradas en sus 
extromos opuestos hay un espacio A = 10-* 1. La barra superior está 
cargada con dos fuerzas 2P y P aplicadas on las secciones m—m y 
n—n. Calcular la magnitud admisible del parámetro de la carga P, 
considerando que el módulo de elasticidad del material es E = 
<> 2.409 MPa; ol área de la sección de cada barra, F =25 cm, la 
presión admisible sobre el cimiento en la sección B, lOlcomp = 
= 40 MPa; la tensión admisible en el material de las barras a trao- 
ción [a]. = 200 MPa. 

¿Cómo variará Ja magnitud de la fuerza admisible P, si el espacio 
A se aumenta dos veces? 

1.38. Una escalera de acero está sujetada a una pared al nivel 
de los escalones primero y undécimo. Considerando que la pared es 
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absolutamente rígida, calcular las reacciones en los apoyos de la 
escalera para el caso cuando Sobre ella se encuentran tres personas 
de peso 1 kN cada una dispuestas en los escalones quinto, noveno y 
décimocuarto contando desdo abajo. 


a 


Para el problema 137 Para cl problema 138 — Para el problema 1.39 


1.39*. Una barra escalonada, empotrada rígidamento en sus dos 
extremos, está cargada con una fuerza P = 200 kN en Ja sección 
m-—m y con una fuerza 4P = 800 kN en la sección n—n. A lo Jargo 
dol eje de la barra hay un orificio pasante de diámotro d, = 2 cm. 
Los diámetros exteriores de los escalones son: D, = 6cm, D, = 40m, 
Dy=8 cm. El material es acero, E = 2-10* MPa. Determinar las 
reacciones en los opoyos dl y B, construir los diagramas de fuerzas 
longitudinales Y, de tensiones normales a y de los desplazamientos 
longitudinales de las secciones transversales de la barra w. 

1.40. Una barra escalonada está rígidamente empotrada en sus 
secciones extremas y cargada en los puntos € y D con las fuerzas 
2P y P. Las relaciones entre las áreas de las secciones de los tramos 
de barra están indicadas en la figura. Definir la sección de la barra 
a partir de la tensión admisible lo] = 160 MPa. El parámetro do 
carga P = 60 kN. Calcular la magnitud Ag, desplazamiento vertical 
del punto C, y el alargamiento Alcp del escalón medio de la barra, 
si E = 2.40% MPa. 

1.41*. Una columna corta de madera de sección 25 x 25 em, 
reforzada con cuatro angulares de acero 40 Xx 40 % 4 mm, se com- 
prime por una fuerza P quo se transmite por medio de una placa 
absolutamente rígida. Calcular qué parte de la fuerza soportan los 
angulares y determinar la magnitud admisible de la fuerza P, si 
para el acero Eno = 2-10% MPa, lo],¿ = 160 MPa y para la madera 
Ema = 1-10* MPa, l0lmas = 12 MPa. Determinar en cuánto hace 
falta acortar los angulares, creando un espacio entre éstos y la placa, 
para asegurar la equirresistencia de la estructura. Hallar, para este 
caso, la magnitud admisible de la fuerza de compresión, 
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Para el problema 140 Para ol problema 1.41 


1.42*, Un panel formado por una lámina do duraluminio de 
espesor + =0,2 cm reforzada por Jos bordes longitudinales con 
angulares de acero (trancaniles) se estira por unas fuerzas cuya resul- 
tante P pasa por el centro de la sección C. Calcular cómo se distribuye 
la carga ontre los trancaniles y la lámina, si el área de la sección 
de cada angular Fqug = 2 cm*, las dimensiones de la Jámina son: 
a= 40 cm, b = 20 cm; el módulo de 
elasticidad del acero es La = 
= 2,1-10% MPa y el del duralumi- 
nio, Equr = 7:10% MPa. 

Determinar el valor admisiblo de la 
carga [P] cuando el coeficiente de sogu- 
ridad os igual a n= 3, basándose 
en las magnitudes de la carga unita- 
ria de rotura del acero Or, no =900 MPa 
y del duraluminio Or,4ur = 400 MPa. 

1.43, Una barra escalonada, 
con sus extremos perfectamente 
empotrados, está cargada en el punto D con una fuerza concentrada 
P = 50 kN. El tramo AC está sometido a la acción de una carga 
axial' uniformemente distribuida de intensidad q = 100 kN/m. 
Calcular las reacciones en los empotramientos Ha y H y, construir 
los diagramas de las fuerzas longitudinales Y, de las tensiones nor- 
«»males o. y de los desplazamientos longitudinales w de las secciones 
de la barra. Detorminar el desplazamiento máximo má y la tensión 
máxima Om si 1=4,2 m, F=2 cm, E=21+10% MPa, 
prop =400 MPa. 

1.44. Para una barra escalonada, empotrada rígidamente por 
ambos extremos, determinar las reacciones en los empotramientos, 
construir los diagramas de las fuerzas longitudinales N, de las 
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Para ol probloma 1.42 


tonsiones normales y y de los desplazamientos longitudinales tw. 
Determinar la sección más peligrosa y calcular el área de la sección 
a partir de la condición de resistencia, teniendo en cuenta las t 
siones admisibles de tracción [oliy =160 MPa y de compresión 


Para el problema 1.43 Para el probloma 1.44 


Loops = 60 MPa. Considerar P = 400 kN, q = 200 kN/m, a = 
=05 m. 

4.45*, Una barra absolutamente rígida AB cargada con fuerzas 
repartidas uniformemente de intensidad q, está suspendida de dos 
tirantos de acero iguales y paralelos de sección P = 10 cm? y apoyada 
en la parte media sobre un'cilindro hueco de cobre de 100 X 80 mm. 
Determinar la magnitud “admisible de la intensidad de la carga 
repartida a partir de las tensiones admisibles en el acero lo] 
== 160 MPa, en el cobre [0]¿oy = 40 MPa. El módulo de elasticidad 
del acero es E qc = 2,1 -105 MPa; el del cobre, Egoy = 1,4-10% MPa. 


Para el problema 1.45 Vara el problema 1,46 


1.46*, Una barra absolutamente rígida se sostiene por tres tiran- 
tos paralelos con áreas de secciones iguales £' =10 cm*. Calcular 
los esfuerzos en los tirantes y hallar el valor admisible de la carga 
a partir de la tensión admisible [o] = 160 MPa. Determinar a qué 
distancia z del extromo izquierdo de la barra hay que aplicar una 
fuerza P para que la barra cargada efectúe un movimiento de trasla- 
ción. ¿Cuál será la magnitud admisible de la carga en osto caso? 
1.47. Un wástil absolutamente rígido CDE está atirantado con 
cables y articulado en el punto C del cimiento. El mástil rocibe una 
carga de viento de intensidad y = 0,5 kN/m repartida uniforme- 
mente a lo largo de éste. Los cables son de secciones iguales, el 
material de los cables es acero con un módulo do elasticidad E = 
= 2-10 MPa. Determinar la sección de los cables a partir de una 
tensión admisible [a] = 100 MPa y calcular el desplazamiento hori- 
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zontal Ap del extremo superior del mástil sometido a la acción de las 
cargas. El cable experimenta solamente tracción. La tensión 
inicial de los cables se desprecia. 

1.48. Una placa absolutamente rígida de sección rectangular 
está apoyada con sus ángulos sobre columnas cortas de longitudes y 


Para el problema 1.47 Para el problema 4.48 


secciones iguales. Sobre Ja placa gravita una fuerza concentrada P == 
= 100 kN aplicada en el punto K quo divide la diagonal AC en 
razón de Calcular la sección de las barras a partir de la tensión 
admisible |. 50 MPa y determinar el asiento máximo del ángulo 
de la placa. Viene dado: a =4,5m,5=3m,1=1m, E =24 
MPa. Repita el cálculo teniendo on cuenta el peso propio de la 
Placa G = 50 kN 

1.49*. Una barra absolutamente rígida AD está articulada en el 
punto D de una pared también absolutamente rígida y sostonida por 
tres tornapuntas 1, 2, 3. Calcular los esfuerzos en los tornapuntas y 


Para ol problema 4.49 Para el problema 1.50 


la magnitud del parámetro de la carga P a partir de la tensión admisible 
[o] = 160 MPa, si las secciones de todos los tornapuntas tienen igual 
área F = 2 cm”. 

1.50. Una barra absolutamente rígida, representada en la figura 
con líneas dobles, está articulada en un cuerpo absolutamente rígido 
mediante barras de acero. Calcular los esfuerzos en las barras, así 
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como el área de la sección F de éstas, si la tensión admisible de trac- 
ción es [oli = 160 MPa y la de compresión [Ol;oae <= 50 MPa. La 
magnitud del parámetro de la carga es P = 100 kN. 


$ 5. Esfuerzos de montaje y de origen térmico 


1.51. Determinar los esfuerzos do origen térmico que surgen em 
los carriles de tranvía soldados en tramos largos ininterrumpidos a 
una temperatura de 290 K, si durante el año ésta varía desde 240 K 
hasta 310 K. El coeficiente de dilatación lineal del acero es a = 
= 1,25 x 101/K, el módulo de elasticidad, E =.2:10' MPa. 
¿A qué temperatura deben ser soldados los carriles para. que las tensio- 
nos máximas de tracción y de compresión sean iguales independiénte- 
mente de las variaciones estacionales de la temporatura? 

1.52*. Tres barras de acero de diferentes secciones están empotra- 
das on muros absolutamente indeformables. Calcular las tensiones 
en las barras durante una elovación de la temperatura de 30 K. 
Determinar, para cada barra, las reacciones de las paredos, si a = 
= 1,25:10 4/K, E =2-105 MPa, F= 2 em?. 

1.53*. Un nudo simétrico compuesto por tres barras fuo montado- 
la temperatura dl = 290 K. Determinar las tensiones en sus 
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Para el problema 4.52 Para el problema 1.53 — Para el problema 1.54 


barras a causa del calentamiento hasta 370 K. Hallar el desplaza- 
miento del punto A. Las barras son de acero a = 1,25 x 1044/K, 
E = 2:10 MPa. Las variaciones del módulo de elasticidad durante 
ol calentamiento se desprecian; ¿=2 m. 

1.54*. Una viga maciza de duraluminio, 1=3 m, so sostiene: 
por dos tornapuntas de acero, cuyas áreas de las secciones son £ pp == 
= 50m? y Pop — 10 cm*. Las distancias hasta los puntos de fijación 
del tornapuntas BD son a = 1 m, b = 1 m. Calcular los esfuerzos 
y las tensiones en los tornapuntas durante un calentamiento de toda: 
la estructura en A7 = 30 K. So desprecia la deformación elástica 
de la viga, pero hay que tener en cuenta su alargamiento de origen 
térmico. Considerar para ol acero %ac = 1,2510 4/K, Eno = 
= 2:10 MPa, para el duraluminio Agr = 2,25-10* 4/K. 

1.55*, Dos casquillos de duraluminio de altura igual a 20 mm 
cada uno están apretados por medio de un perno de acero. Entre los: 
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casquillos hay una junta de cobre de grosor igual a 10 mm. A una 
tomperatura de 300 K la tensión del perno es A, = 20 kN. Calcular 
el esfuerzo longitudinal total V y Ja tensión en el perno y en los 
«casquillos después de calentar la construcción hasta 320 K. Viene 
dado; Eso =2,1-10% MPa, 20 =1,25-10 4/K, Ecop = 11 X 
x40" MPa, deoy = 1,65:10-5 4/K, Egar = 7:10" MPa, cgar = 
= 2,25-10- 1/K. Las deformaciones de los casquillos AB y CD 
se desprecian. 


Para cl problema 1.55 Puca el problema 4,58 


1.56. La construcción, cuyo esquema está representado en la 
figura, fue montada a una temperatura de 290 K sin tensiones inicia- 
los. Las barras son de acero; E = 2,1 -10% MPa, a = 1,25-10 4/K. 
Determinar las tensiones que surgirán en las barras después de calen= 
4ar la construcción hasta una temperatura de 340 K. 

1.57. Dos bloquos absolutamente rígidos deben ser unidos entre 
sí con tres barras clásticas paralolas. Úna barra resultó más corta 


Para el problema 1.57 Para el problema 4.58 


«quo las otras en 5 -107*7, Calcular las tensiones que aparecerán después 
«e realizar el montaje en dos casos: 

a) la barra corta se monta en el medio; 

b) la barra corta se monta en un lado. En el segundo caso hallar 
«1 ángulo de giro de un bloque respecto al otro. El módulo de elastici- 
dad del material de las barras es £ = 2-10” MPa. 
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4.58*, Durante el montaje de un nudo de tres barras resultó que 
la barra media era más larga en 5-10"* 1. Calcular las tensiones en 
las barras después de realizar el montaje del nudo, considerando E.= 
= 2-10% MPa 

1.59*, Una viga absolutamente rígida se sostiene por un tensor 
y un tornapuntas, ambos de acero, cuyas secciones tienen unas áreas 
iguales a F gp =2 em, Pep = 4 cm*. El tensor es más corto' que 
su dimensión nominal en $ = 0,1%. Calcular las tensiones en el 
tornapuntas y sa: el tensor después de realizar el montaje, conside- 

d=1 m, E=2-10% MPa. 


Para el problema 1.59 Para el problema 1.60 


1.60, Calcular las tensiones que surgen en las barras durante el 
montaje del nudo a causa de que la barra AD es más corta que su 
longitud nominal en 6 = 0,001 1. El material de las barras es acero, 
cuyo módulo de elasticidad es 2,1-10” MPa. 


$ 6. Consideración del peso propio 
y de las fuerzas contrífugas 


1.61*, Caloular la magnitud de la tensión normal máxima y el 
alargamiento total de una barra de sección constante fijada por su 
extremo superior y estirada por la acción de su peso. Construir los 
diagramas de las fuerzas longitudinales W, de las tensiones normales 
o y de los dosplazamientos longitudinales w para una barra de acero 
de longitud 2 = 10 m. La densidad dol acoro es p = 7,85 -10* kg/m*; 
el módulo de elasticidad, £ = 2,1 -10* MPa. Determinar la longitud 
máxima lmáx de la barra, admisible a partir de la condición de 
resistenciasi la tensión admisible es lo] = 160 MPa. 

. Una columna cilíndrica de longitud 1 = 4 m está compri- 
sii e una fuerza P = 50 kN. Determinar el área necosaria de 
la sección F de la columna teniendo en cnenta su peso propio y toman- 
do en consideración la tensión admisible [o] = 2 MPa; la densidad 
del material es p =2-10% kg/m. Hallar el acortamiento de la 
columna cuando £ = 2-10* MPa. 

1.63, Una varilla escalonada de una bomba de minas se compone 
de cuatro partes do diferentes diámetros, pero de longitud igual 
1=7,5 m. Una carga P = 8 kN está aplicada al oxtremo inferior 
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de la varilla. La densidad del material de la varilla es p =7,7 Xx 
Xx 10* kg/m*. Los diámetros de los escalones han sido determinados 
a partir de la condición de resistencia con una tensión admisible 
lo] = 70 MPa. Determinar la ganancia en peso que se obtiene utili- 
zando la varilla escalonada en comparación con una de resistencia 
igual, pero de diámetro constante. 

1:64*, Una barra escalonada empotrada por ambos extremos se 
deforma bajo la acción de su peso propio. Calcular las reacciones en 
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Para el probloma 1.64 Para el problema 1.67 


los extremos Y, y Y p de la barra considorando que sus dos partes, de 
las secciones F, y Py, están fabricadas de un mismo material de 
densidad p y módulo do elasticidad E. 

1.65. La paleta de un compresor centrífugo, articulada por uno 
de sus extremos, es de sección constante en toda su longitud y gira 
con una velocidad angular constante «+ = 1000 1/s respecto al punto 
de fijación. Construir los diagramas de las tensiones normales O y 
de los desplazamientos longitudinales w de las secciones a lo largo 
de la paleta. La longitud de la paleta es 1 = 13 cm, el módulo de 
elasticidad del material es £ = 2-10 MPa. Calcular la longitud 
límite de la paleta tomando en consideración la tensión admisible 
del material [a] =200 MPa. La densidad del material es p = 
= 7,85 10% kg/m. 

1.66. La- aleta enllantada de una turbina gira con una velocidad 
angular constante  = 1500 1/s. La masa del bandaje fijado en el 
extremo libre de la aleta es igual a 20 g. La sección de la aleta es 
constante en toda su longitud 2 = 10 cm. Se considera que la masa 
del bandaje está concentrada en el extremo de la aleta a la distancia 1 
del eje de rotación. Determinar el área de la sección de la aleta 
a partir de una tensión admisible lu] = 160 MPa, si la densidad del 
material es p =7,85-10* kg/m. 

1.67*. Una barra escalonada prismática con su extremo superior 
empotrado: se estira por su peso propio y por la fuerza P aplicada 
en el extremo inferior. Las tensiones en las secciones superiores de 
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cada escalón son iguales a la tensión admisiblo lo]. Determinar la 
longitud z del escalón inferior de la barra-de modo que el peso de 
ésta sea el mínimo. La densidad del material de la barra es igual 
ap. 

1.68. La viga AC articulada en un muro absolutamente rígido 
es sostenida por un tirante BD. Determinar la posición del punto B 
de unión del tirante con la viga partiendo de la condición de que 
el peso del tirante sea el mínimo, si ¿=6m, há =3m, P =40kN; 
la densidad del acero es p = 7,85-10% kg/m*, la tensión admisible 
lo] = 160 MPa, el peso de un metro de viga es p =1 kN. ” 

1.69. Calcular el peso teórico (sin tener en cuenta ol peso"de los 
elementos de unión) de un nudo de dos barras dispuestas simétrica- 
mente, considerando que las barras están fabricadas de un material 


Para el problema 1.65 Para el problema 1.09 Para el problema 4.70 


igual, cuya tensión admisible de tracción es dos veces más grande que 
su tensión admisible de compresión: lok. = 2 101c0mp. Examinar 
dos casos: a) en el nudo está aplicada sólo una fuerza horizontal Pp 
y b) on el nudo está aplicada sólo una fuerza vertical P,. ¿Para qué 
valor del ángulo ez el peso será mínimo? Calcularlo, considorando que 
la donsidad p del material es conocida. 

1.70. Una barra absolutamente rígida AB ostá cargada con una 
carga uniformemente repartida 9 = 5 kN/m que incluye también 
el peso propio de la barra. Determinar la longitud h de las barras 
AC y AD de manera que el peso total de las tres barras de fijación 
sea el mínimo. Las barras son de acero, p = 7,85:10* kg/m, la ten- 
sión admisible de tracción loli. =160 MPa, la de compresión 
lolcomo = $0 MPa. Las áreas de las secciones de las barras so eligen 
a partir de la condición de resistencias iguales. Calcular el peso míni- 
mo de todas las barras de fijación, considerando 1 =4 m. 


$ 7. Cálculo según el estado límite 


1.71%, Calcular la magnitud límite de una fuerza Pym aplicada 
en un nudo de tres barras; durante la acción de esla fuerza las ten- 
siones en las tres barras alcanzan el límite de fluencia 04; = 260 MPa. 
Tomar los datos necesarios del problema 1.31. Determinar en cuánto 
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aumentará la carga admisible, si el cocficiente de seguridad es 2, 
—2, en comparación con la obtenida en el problema 1.31 (P 
— 6d KN) como resultado del cálculo por el método de tenstones 
admisibles. Construir ol diagrama del desplazamiento vertical dol 
mudo A en función de la carga P. El módolo de elasticidad £ = 
 2-40* MPa, la Jongitud de las barras laterales es Lag = lap = 1MM- 
y. 1.72. Hallar la magaltud de la carga 
f' límite Pym aplicada en un nudo Simó 
trico de cinco. barras. Las áreas de las 
secciones de todas las barras son iguales 
F = 2 em. Construir el gráfico de los 
desplozamientos del mudo 4 on función 
de la carga P. Viene dado: =4 m, 
Para el problema 172 309 E =2:405 MPa, 011400 MPa. 
1.73*. Calcular la magnitud de la carga límite para una arma. 
dura cargada en el punto A con una fuerza vertical P. Determinar 
como variará la magnitud de la carga límite, si la fuerza so traslada 
a Jo:largo de su línoa de acción al punto Z. Las secciones de los barras 
Son iguales, P == 3 em; los límites de fluencia en tracción y en com 
presión son iguales, 07, = 300 MPa. Considerar que las barras com- 
primidas no pierden su estabilidad. 
1.74. Determinar la magnitud límito de la fuerza P que puedo 
sor aplicada a una barra absolutamente rígida suspondida de tros 
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el problema 4.73 Para el probloma 1.74 


tirantes de acero paralelos. Calcular la magnitud del desplazamiento 
del punto de aplicación de la carga límite. Viene dado: 1 = 0,5 m, 
¿=03m, F=>2 cm, k=2, b=0,6 m, c=03 m, 0 = 
= 240 MPa, E = 2-105 MPa. 

1.75* Calcular la magnitud límite de la fuerza P que puede ser 
aplicada a una barra absolutamente rígida AD. Determinar el 
coeficiente de seguridad que proporciona el trabajo elástico de todas 
las barras de fijación. El material de las barras es “acero de E = 
= 2:10" MPa, 01; = 350 MPa, el límite de elasticidad Uo1as = 
= 300 MPa, El área de la sección dé la barra es F = 5 cm?. 

1,76. Hallar la magnitud mínima del coeficiente de seguridad 
que durante el cálculo de una armadura según el estado límite garan- 
tica el trabajo de sus elementos en la zona elástica. Las secciones 
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de todos los elomentos de la armadura son iguales, F =4 em? el 
límite de fluencia 07, = 400 MPa, el límite de elasticidad 01. = 
= 360 MPa. 


Para el problema 4.75 Para el problema 1,76 


1.77. Comparar las magnitudes de las cargas límite para dos 
barras iguales: una está empotrada por el extremo superior y la 
otra, por los dos extremos. Ambas barras están cargadas con una 
fuerza vertical aplicada en la parte media de su longitud. Los límites 
de fluencia dol material de las barras a tracción y a compresión 
son iguales. 

1,78", Determinar en cuánlo variará la capacidad portante de 
una barra, si su temperatura aumenta en 50 K. El área de la sección 
de la barra es F = 10 cm?; el material, acero de E = 2.10% MPa, 


Para ol problema 4.78 


01) = 350 MPa, el coeficiente de dilatación lineal es a = 125 x 
x 10 1/K. Considerar que el calentamiento no influye en las 
características mecánicas del material, 

1.79*. Comparar las magnitudes de la fuerza admisible P aplicada 
a una columna de hormigón armado haciendo los cálculos según las 
tensiones admisibles y luego según el estado límite. Considerar que 
en ambos casos el coeficiente de seguridad es n;, = 3. La armadura 
de acero ocupa el 2% del área total de la sección de la columna. 
Viene dado: para el acero E,¿ =2-10% MPa, 071n6 = 400 MPa; 
para el hormigón armado Epor =2-10% MPa, Orior =25 MPa. 

1.80. Un cilindro corto compuesto está cargado con una fuerza 
comprimonte P la cual se transmite a través de una placa AB absolu- 
tamente rígida. El cilindro interior está fabricado de duralominio, 
el exterior, de acoro. Admitir que cada material, después de alcanzar 
el límite de fluencia, no ejerce resistencia adicional a la deformación 
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sucesiva. Determinar la carga admisible sobre el cilindro por dos 
métodos: el de tensiones admisibles y el de estado límite, teniendo 
en cuenta que los coeficientes de seguridad son iguales: n = 2. Com- 
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Para el problema 1.79 Para el problema 1,80 


parar las magnitudos de las cargas obtenidas. Viene dado: para el 
acero Eno = 2-10" MPa, 071.50 = 240 MPa; para ol duraluminio 
Eque = 7-10% MPa, Op1,0ur = 190 MPa. 


$ 8. Estados de tensión volumétrico, plano y lineal 


1.81. Una barra cilíndrica de diámetro d = 16 mm se estira 
por dos fuerzas P = 20 kN, Calcular las tensiones normales y tan- 
genciales on el plano mm que forma un ángulo $ = 30" respecto al 


Para el problema 1.81 


«eje de la barra. Indicar sobre qué planos actúan las tensiones tan= 
«genciales, normales máximas y calcular sus valores. 

1.82*. Determinar la magnitud de la fuerza P que estira una 
«muestra de sección rectangular de 50 X 20 mm, si se conocen las 
magnitudes de las tensiones normales 0, = 20 MPa y 0 = 60 MPa 
«en los planos recíprocamente perpendiculares ab y cd. 

1.83. Hallar el ángulo y que ha de formar el extensímetro 1 con 
»el eje de una barra en tracción a la que debe ser pegado para que 
sus indicaciones sean dos veces menores que las del extensímetro 2 
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fijado en dirección del eje de ésta. El coeficiente de deformación 
transversal del material es y = 0,25. 

1.84. Durante la compresión de una barra corta surgen las tensiones 
0, = —100 MPa y 14 = 40 MPa ($ =« +90"). Determinar el 
ángulo a; entre la normal al primer plano y el eje de la barra, así 
como las tensiones tangencial y normal máximas en la barra. 

1.85, Una barra de sección redonda está estirada por una fuerza 
P = 120 kN, Calcular el diámetro do la barra de tal modo que su 
tensión tangencial máxima no sea mayor de 60-MPa. Determinar las 
tensiones normales en el plano con tensiones tangenciales máximas. 


Para el problema 4.82 Para el problema 1.56 


1.86*, El diámetro de un tirante de sección redonda es igual a 

16 mm. La fuerza de tracción P = 40 kN origina en la sección in- 
clinada ab tensiones tangenciales 7,, equivalentes al 60% de las 
tensiones normales en la misma sección ab. Determinar el ángulo 
de inclinación de la sección y los valores de 0, y Ta. 
1.87*, En los bordes de una lámina cuadrada están aplicadas las 
tensiones normales a, = 150 MPa y 0, = 50 MPa. Por el método 
analítico, calcular Jas tensiones en la sección ab que forma un ángulo 
$ = 80? respecto a la dirección de las tensiones a, y comprobarlo 
con ayuda del método gráfico. ¿Qué tensiones actúan en la sección 
perpendicular a ésta? 

1.88*. En las caras de un elemento rectangular actúan las ten- 
siones normales a, = 160 MPa y 0, = —80 MPa. Se sabe que en dos 
secciones inclinadas ab y ca del elemento las tensiones normales son 
idénticas e iguales a 40 MPa. ¿Qué ángulo forman con la dirección 
de o, estas socciones? ¿Qué valor ticnen las tensiones tangenciales 
en estas secciones? 
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Para el problema 187 Para el problema 1.58 
prol 


1.89, En una banda de acero rectangular de dimensiones 800 X 
x 100 x 10 mm actúan las tensiones normales o, = 120 MPa y 
0, = 60 MPa. Calcular la variación do las dimensiones originada 
por la deformación elástica de la banda. Considerar que E =2 Xx 
x 105 MPa y y = 0,25. Determi- 
nar la deformación volumétrica 
rolativa eya 

1.90. Una lámina cuadrada, 
cuyos lados son iguales a 0,2 m, 
tiene un grosor h=10mm. En 
sus bordes está cargada con las ten- 

Para el problema 1.89 siones normales 0, = 200 MPa y 

0, = —100 MPa. Determinar las 

variaciones de los lados del cuadrado, del área de éste y del volumen 

de la lámina a causa de la deformación elástica do la misma. Consi- 
derar que £ = 2-10 MPa y y = 0,25. 

1.91%. Un elemento rectangular plano tiene aplicado en sus bordes 
las tensiones tangenciales y normales 0, = —200 MPa, Oa+o = 
= 100 MPa, 1, = —120 MPa, Tuyo = —Ta» Determinar las 
magnitudes y direcciones de las tensiones principales, dibujarlas y 
comprobar Ja solución analítica por el método gráfico. 


Para el problema 1,91 Para ol problema 1.93 


1.92. En dos secciones recíprocamente porpendiculares de un 
elemento rectangular actúan las tensiones normales 9, = 30 MPa 
y 02.40 = —30 MPa. Las tensiones tangenciales son 1, = 60 MPa. 
Calcular las magnitudes y direcciones de las tensiones principales. 
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Determinar de qué modo variarán estas tensiones, si se cambia el 
signo de las tensiones tangenciales 7,, quedando 0, Y Gap in- 
variables. 

1.93*. Una lámina de acero tiene aplicado en sus bordes las 
tensiones 0, — 100 MPa, O, +» = —40 MPa, 1, = —50 MPa, 
Determinar a qué ángulo a respecto a la tensión 9, hace falta instala 
el tensómetro A para que sus indicaciones sean mayores al cargar 
la lámina. Hallar el alargamiento relativo mayor e, cuando E = 
= 2-10” MPa y p = 0,25, y el incremento de las indicaciones del 
tensómetro de base s = 10 mm y de aumento k == 1000, correspon- 
diente a este alargamiento. 

1.94. Una lámina de acero fina rectangular está cargada por sus 
bordes con las tensiones tangenciales y normales 0, = —60 MPa, 
Sa +» = 20 MPa, 1, = 30 MPa. Hallar la dirección por la cual 
no se produce alargamiento. Considerar E = 2-10% MPa y p = 0,25. 

1.95*, Calcular la disminución elástica rolativa del volumen € 
de un cubo de concreto ABCD comprimido, con ayuda de un meca. 
nismo de charnela, por esfuerzos distribuidos uniformemente en las 
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Para el problema 1.95 — Para el problema 1.98 Para el problema 1,97 


cuatro caras laterales. La longitud de la arista del cubo es a = 
== 0,1 m. El módulo de elasticidad del material E = 2-10* MPa, 
p 047, el límit do proporcionalidad 0prop —= 10 MPa. Las 
fuerzas aplicadas en los puntos XK y L del mecanismo son iguales 
a P = 50 kN. 

1.96. Entre las planchas fijas paralelas 4 y B está fuertemente 
apresada una barra de acero con forma de paralelepípedo cuyos 
lados son a =4 cm, b =2 cm, 1 = 6 cm. Calcular el coeficiente 
de deformación transversal dol material de la barra, si se sabe que 
durante la compresión con unas fuerzas P = 100 kN la presión de la 
barra sobro las planchas es p = 40 MPa. Hallar el coeficiente de 
deformación volumétrica relativa e, y el acortamiento elástico de 
la barra Al despreciando las fuerzas de rozamiento de ésta sobre las 
planchas. Considerar £ = 2-10% MPa. 

1.97. Un cubo de cobre de arista igual a a = 0,1 m está intro- 
ducido sin holguras en el asiento de una placa de acero cuya docili- 
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dad puede despreciarso. Calcular las variaciones de volumen del 
cubo relaliva e, y absoluta AY originadas por la acción de vna fuerza 
de compresión P = 500 kN. El módulo de elasticidad del cobre es 
= 1-105 MPa; ol coeficiente de deformación transversal, h = 
=0,34. Determinar las tensiones 
tangencíales octaédricas Toy Y má- 
ximas tmáx On el cubo. 
__ 1.98, Una varilla cilíndrica osca- 
F lonada D = 18 mm, d = 16 mm está 
sometida ala presión p = 1000MPa. 
Calcular las tensiones tangenciales 
Para el problema 1.98 máximas máx y las octaédricas, 
normales dci y  tangenciales Toc 
en puntos situados cerca de la superficie de la parte gruesa de 
la varilla. Determinar cómo variarán estas tensiones, si se aplican 
adicionalmente en los extremos de Ja varilla las fuerzas de tracción 
N = 100 kN representadas en la figura mediante flechas de trazos. 
1.99*. Un cubo de aluminio está sometido a la acción de tensio- 
nes normales g, =—40 MPa, 0,=100 MPa, 0,60 MPa aplicadas 
a sus aristas. Calcular: a) la tensión tangencial máxima Tmgx, D) la 
tonsión normal octaédrica doc1, €) la tensión tangencial octaódrica Tort, 
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Para el problema 1.99 Para el problema 100 


potencial relativa total de la deformación elástica y f) la energía 
relativa de la variación de la forma uy. Considerar E = 2-10 MPa 
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$ 9. Teorías [criterios] de la resistencia 


1.101*. El material de una pieza se encuentra en él punto de 
poligro en el estado tensional volumétrico. Calcular las tensiones de 
cálculo (equivalentes) Se, Oe: ey y comprobar la resistencia 
xoediante las teorías de resistencia IL, 111 y IV considerando la ten- 
sión admisible a la tracción lod, = 120 MPa y 1 == 0,35. Comprobar 
la resistencia de acuerdo con la quinta teoría (de Mobr), si la tensión 
admisible de compresión [olcomp = 300 MPa. Las tensiones prin» 
cipales son; a, =90 MPa, a, = 70 MPa, 0, = —30 MPa. 
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Para el problema 1.401 Para el problema 1.102 


1,102. Hallar las tensiones de cálculo, mediante las teorías de 
resistoncia JI, 111, IV, en un elemento que se encuentra en estado 
tensional plano. El material es acero: 1 = 0,25, loli, = 160 MPa. 
Comprobar la resistencia del elemento mediante la quinta teoría 
(de Mohr), si lolas == 320 MPa. Por las caras del elemento actúan 
las tensiones: 0, == 60 MPa, 0.40 = —80 MPa, 1, = —40 MPa. 

1.103. El espesor de la pared de un tanque cilíndrico de diámetro 
D =0,8 m es igual a h =4 mm. Determinar la magnitud de la 
presión admisible en el tanque, basándose en la cuarta teoría de 
resistencia. La tensión admisible es [o] = 130 MPa. 

1.104*. El flotador de la válvula de una máquina de ensayos 
representa un cilindro cerrado fabricado de nna aleación de alumi- 


Para el problema 1.104 Para ol problema 1.405 


nio. El diámetro exterior dol cilindro es igual a D =80 min. El 
flotador está sometido a una presión multilateral p = 30 MPa, 
Calcular el espesor de la pared del flotador utilizando la cuatra teoría 
de resistencia. La tensión admisible es igual a [o] = 160 MPa. 
1.105. Un vaso cilíndrico de hierro fundido de diámetro D = 
= 0,2 m tiene las paredes de grosor igual a h = 20 mm. La presión 
dentro del vaso es p = 4 *IPa. El vaso está además comprimido por 
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fuerzas N = 200 kN aplicadas en sus extremos. Comprobar la resis- 

tencia del cilindro por la quinta teoría de resistencia (de Mohr) 

considerando que las tensiones admisibles son: la de tracción [op = 
20 MPa y la de compresión [0]comp = 60 MPa. 

1.106. Un elemento cuadrado tiene aplicadas tensiones do trac= 
ción o iguales a las admisibles para el material dado [o] = 100 MPa. 
Basándose en la tercera teoría de resistencia, determinar las tensiones 
tangenciales t que deben ser aplicadas adicionalmento en los extremos 
del elemento para que el coeficiente de seguridad disminuya dos 
veces, 

1.107. Un elemento cúbico recortado de un cuerpo por los planos 
principales se encuentra en estado tensional plano y ostá cargado 
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Para el problema 1.107 — Para el problema 1.108 Para el problema 4,109 


con las tensiones 0, y 0, = 20,. Con ayuda de la segunda teoría de 
resistencia, calcular los valores admisibles de estas tension 
lo] = 120 MPa, p = 0,3. Determinar cómo variará el coeficiente 
de seguridad n, si sobre el cubo se aplica adicionalmente la tercera 

tensión principal 0, = 07. 
1,108. Un elemento cuadrado, recortado de una pieza de hierro 
fundido, está sometido a la acción de las tensiones y = 120 MPa y 
1 =80 MPa. Comprobar su resistencia, te- 


Sá niendo en cuenta que el material posee ten= 
S siones admisibles de compresión y de trac- 
ción diferentes: [olcomp = 320 MPa, [oltr = 
A 0 = 160 MPa. 
1.109*. Las magnitudes absolutas de las 
tensiones que actúan sobre los bordes de un 
le 
HL 


eleménto plano están en la correlación siguion- 

te: 0, =20,, += 0,50,. Calcular las mag- 

nitudes admisibles de estas tensiones median- 

te la quinta teoría de resistencia (de Mohr) 

cuando [0)r = 100 MPa, l0]oomp = 250 MPa. 

Para el problema 1:140 ¿Cuántas veces variará la magnitud de la 

carga admisible sobre el elemento, si éste 

se fabrica de un material cuyas tensiones admisibles a la tracción 
y a la compresión son iguales: lo] = 150 MPa? 

1.110. Una barra de acero rectangular de sección 100 X 50 mm 

encajada sin hoJgura entre dos paredes fijas paralelas A y B está 
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cargada en sentido vertical con tensiones de compresión o. Con 
ayuda de la segunda y cuarta teorías de resistencia, calcular la magni- 
tud admisible o cuando la tensión admisible de compresión es igual 
a lolcomp == 160 MPa; E = 2-10 MPa, y = 0,25. 


$ 10. Hilos flexibles y vasos de paredes delgadas 


1.111*. Un alambre de cobre está suspendido entre los puntos 
Ay B, la distancia entre ellos es 1 =50 m, Determinar la tensión 
admisible 7 en el alambro, la magnitud del empuje Af: (tensión: en 
el punto inferior) y la flecha máxima /. Viene dado: el diámetro de 
la socción del alambre d =4 mm, la densidad del material p = 
= 8-10? kg/m?, la tensión admisible [o] = 50 MPa. 

1.112*. La longitud de un alambre en estado no tensado es igual 
al — 40m. Determinar las tensiones y la flecha máxima del alambre, 


Para el problema 4.111 Para el problema 1.113 


si éste se fija por sus extremos en unos puntos situados a una misma 
altura. El material del alambre es acero: E = 2-10" MPa, p = 
= 7,8-10% kg/m?. 

1.113. Un tractor remolcador tira de un avión con una fuerza 
cuya componente horizontal es X , = 5 kN. Los extremos del cable 
están fijados en los puntos A y 2 distantes de la superficie horizontal 
torrostre a h=0,5m. El' poso de 
un metro de cable es igual a p= 
== 8 N. Determinar la distancia A 
entre e] cable y la tierra, si se sabe 
que la distancia 1 = 10m. Calcular 
la sección del cable de acuerdo con 
la tensión admisible [o] = 50 MPa. 

4,114*, Un cable comba según Para el problema 1.114 
la curva AOB que puede ser apro- 
ximadamente considerada como una parábola. Calcular la ten- 
sión del cable. El peso de un metro de cable es igual a p = 12 N 

1.115. Un alambre de sección F = 0,5 cm? y peso lineal p = 
= 4 N/m debe ser suspendido de dos apoyos distantes entre sí a 
20 m y situados a un mismo nivel. Determinar la tensión del alam- 
bre a una temperatura de 280 K teniendo en cuenta que, durante el 
tendido del alambre, es posible una bajada de la temperatura hasta 
230 K y la formación de una costra de hielo sobre cl alambre que 
aumentará su peso lineal en 2 N/m. Viene dado: el módulo de elasti- 
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cidad E = 1-10 MPa, lol = 50 MPa, el coeficiente de dilatación 
lineal e = 4,65-10-* 4/K. 

1.116. Calcular la presión de rotura de un vaso esférico enyo diá- 
metro interior es igual a d = 0,2 m, el espesor do la pared es igual 
a h = 3 mm, si el límite de resistencia a la rotura del material es 
o, = 1200 MPa. Efectuar el cálculo mediante la cuarta teoría de 
resistencia. 

1.117. Un vaso de paredes delgadas fabricado en forma de semi- 
esfera de radio r = 3 m y cuya pared es de espesor h = 3 mm está 
articulado por el borde superior de toda la circunferencia, La densi- 
dad del líquido que llena parcialmente el vaso es igual a p = 
== 10% kg/m. El nivel del líquido está representado en la figura. 


Para el problema 1.117 Para el problema 1.122 


Construir los diagramas de las tensiones privcipales en la pared del 
vaso sin tener en cuenta su peso propio. Mostrar cómo variarán los 
diagramas, si el vaso se Jlona hasta los bordes, 

1.118. Una bóvoda cilíndrica de acero do diámetro d = 35m y 
esposor kh = 5 mm se carga con una presión interior, En este caso 
el extensimetro pegado en dirección de la generatriz del cilindro da 
un aumento de las indicaciones de 40 divisiones. Determinar las 
tensiones principales en la pared del cilindro y la presión p, si el 
valor de una división del extensímetro es c = 0,5-10, el módulo 
de elasticidad del material es £ =2-10% MPa, el coeficiente de 
deformación transversal es p = 0,25, 

1.119. Un gas fluye con la presión p por un tubo de latón que 
tienía fuertemente ajustada una camisa de acero. Determinar la magni- 
tud admisible de la presión a partir de la condición de resistencia. 
La tensión admisible en el latón es [0)1ae = 30 MPa; el módulo de 
elasticidad, Eyar = 1,2-10% MPa; la tensión admisible en el acero, 
[0lae = 150 MPa; <ol módulo de elasticidad, ap =2:10% MPa. 

“1.420*. Calcular las tensiones surgidas después del ajuste de un 
cilindro de acero de espesor igual a 4: mm, calentado hasta una tem- 
poraturá de 830 K, en un casquillo de cobre de espesor igual a 4 mm 
cuya temperatura es 285 K: Considerar que en el momento del ajuste 
la hólgura entre el casquillo y el cilindro esigual a cero. El diámetro 
de la superficie de ajuste es igual a 100 mm. Después de realizar el 
ajuste la unión se enfría hasta 285 K. Calenlar la presión gue ejercen 
una sobre otra las piezas unidas, si para el cobre %cop = 1,65-103, 
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Evoy = 1:105 MPa y para el acero ac =1,25-10%, Ez =2 Xx 
x 10 MPa, 

1.121. La parte interior de un cilindro compuesto es de 6 mm de 
espesor y está hecha de latón: d1m = 1,8-10% 4/K, Er = 1.2% 
x 10% MPa. A la temperatura de 290 K sobre esta parte fue móntada 
sin aprotar una camisa de acero de 2 mm de espesor, Para el acero 
20 =1,25-10-5 1/K, Exo = 2,1-:10% MPa. Determinar la presión 
que ejerce la camisa sobre la parte interior del cilindro y las tensiones 
que surgen de calentarlo hasta la temperatura de 390 K, El cambio 
de las características del material durante el calentamiento se des- 
precia, 

1.122*. Según las condiciones tecnológicas del montaje el diá- 
metro interior de una camisa de acero de 1 mm de espesor es 0,05 mm 
menor que el diámetro exterior del casquillo de cobre de espesor: 
igual a 8 mm. El montajo se efectúa a una temperatura de 290 K. 
Determinar hasta qué temperatura hace falta calentar la camisa do 
acero para poder montarla a presión sobre el casquillo. ¿Qué tensiones 
surgirán en Jas piezas de la unión después del montaje y enfriamiento? 
Viene dado; ae =1,25-10-% 1K, Epo = 2:10% MPa, Ecop = 
= 1,1-10% MPa. 

1.123. La presión del aire en el cilindro del montante de un amor- 
tiguador del tren de aterrizaje de un avión en la posición de parada 
es igual a p = 20 MPa. El diámotro interior del cilindro es d = 
«== 100 mm, el espesor de Ja pared, » = 4 mm, Calcular las tensiones 
en la pared del cilindro y determinar cómo variarán estas tensiones 
después del despegue, si la presión en el amortiguador disminuye 
dos vocos. 

1.124. Un cilindro do duraluminio de paredes delgadas, cuyo 

espesor es igual a Jgyr = 3 mm, está reforzado con una camisa de 
acero de espesor hyo = 2 mm montada apretadamente, El diámetro 
interior del cilindro es d = 100 mm, Hallar Ja presión interior 
límite según el límite de Sluencia y determinar la presión mutua 
entre cl cilindro y la camisa en este momento. Considerar que para 
el acero Eno = 2:10 MPa, Orce =500 MPa, para el duraluminio 
Equr = 7-10% MPa, Ongur = 290 MPa, 
25*. Un vaso cilíndrico articulado por su borde superior 
termina por abajo en semiesfera. Construir los diagramas de las 
tensiones principales a lo largo del vaso considerándolo Jleno de agua. 
El peso propio del vaso se desprecia. 

1.126. Un tanque cilíndrico de altura está lleno de un líquido 
de densidad p. La altura del líquido es //,. Éste está sometido a la 
presión p. Construir Jos diagramas de las tensiones principales 07 
y 9, en las paredes del recipiente a lo largo del cilindro. El grosor 
de su pared es igual a h. 

1.127, Un vaso de longitud 1 = 0,5 m compuesto de dos cuerpos 
uno cónico y otro cilíndrico de fondos rígidos so encuentra bajo una 
presión p = 1 MPa. Calcular las tensiones máximas en las paredes 
sin tener en cuenta la posibilidad de perdor la estabilidad. Viene 
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Para el problema 1.125 Para el problema 1.128 — Para el problema 1,127 


dado: d =0,1 m, d, =0,45 m, d¿=0,5 m, hy =4 mm, hy = 
= 2 wm. La influencia de los fondos en el estado de tensión de las 
paredes se dosprecia. 

1.128. Un depósito cónico de altura 2/7 = 10 m, llenado de agua 
hasta la mitad, está articulado por su borde, El espesor de la pared 
del depósito es = 3 mm, el ángulo en el vértice del cono es igual 
a 24 = 60”, Construir los diagramas de las tensiones principales a lo 


Para el problema 1.128 Para el problema 1,129 


largo do la genoratriz del cono y efectuar el control de la resistencia 
de acuerdo con la cuarta teoría de resistencia a partir de la tensión 
admisible [o] = 40 MPa. 

1.129*. Un tubo de paredes delgadas con forma do cono truncado 
está articulado por la circunferencia del extremo derecho y sometido 
auna presión repartida por su longitud de acuerdo con una ley lineal. 
Vienen dados: las ordenadas extremas del diagrama de presiones 
Pa Y Pm» el grosor de la pared h, el ángulo central en el vértice del 
cono 22 y las dimensiones a y-b a partir del vértice O delcono. Cons- 
truir- los diagramas de las tensiones principales a lo largo del tubo. 

1.130. Calcular el aumento del diámetro de una bombona esférica 
sometida a la acción de la presión de cálculo determinada mediante 
la segunda teoría de resistencia, siendo la tensión admisible [0] = 
100 MPa. El diámetro interior inicial de la bombona es d = 
0,1 m, el espesor de la pared esk = 2 mm, el módulo de elasticidad 
del material es E = 2-10* MPa, el coeficiente de deformación trans- 
versal, y = 0,3. 
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$ 11. Problemas que se resuelven 
con ayuda de ordenadores 


1.131*, Una barra AB de sección arbitraria y longitud l con un 
extremo empotrado está sometida a la acción de la carga axial 


a)=9tm (s ++ cen 2) repartida de manera irregular y de 


una fuerza concentrada aplicada en el extremo libre 4; P = Egl. 

Formular el programa para calcular en ordenador la magnitud 
de la fuerza longitudinal N en once secciones que dividen la longitud 
de la barra en diez partes iguales. 
La primera sección coincide con 
el extremo libre do la barra 

Asignar los valores de los pará- 
metros E, q, l, calcular las magni- 
tudes de las fuerzas longitudina- 
les con una exactitud do hasta el 
tercer signo después de la coma y Para los problemas 
construir el diagrama N a lo largo 14131-4.134 
de la barra. 

1.132. Una barra de sección variable y longitud 1 está sometida 
a la acción de una carga g = const distribuida uniformemente y de 
una fuerza concentrada P = Egl en el extremo libre A (E es un coefi- 
cionte arbitrario). El extremo B de la barra está rígidamente empo- 
trado, El área de la sección en el extremo libro es igual a Fa y varía 
a lo largo de Ja barra según la ley £ (1) = Po [1 + (SJ 

Formular el programa para calcular en ordenador las magnitudes 
de las tensiones normales o en once secciones que corresponden a una 
división de la barra en diez tramos de igual longitud empezando por 
el extromo libre. 

Asignar los valores de los parámetros q, E, 1, Fo y hallar las ten- 
siones con una exactitud de hasta el torcer signo después de la coma, 
construir el diagrama de 0. 

1.133. Calcular la magnitud del desplazamiento longitudinal wW4 
del extromo libre de la barra 4B de sección variable cuyo diámetro 


varía de acuerdo con la ley d (2) = de (1 + (2)*?*), donde d, es 
T A 


el diámetro de la sección en el extremo izquierdo de la barra. 
A lo largo de la barra actúa una carga axial distribuida que varía 


de acuerdo con la ley q (2) = 99 (1 — G). Una fuerza Jongitudinal 


concentrada P = Egol está aplicada en el extremo libre. 
Formular el programa para calcular w4 y hallar este desplaza- 
miento con una exactitud de hasta el tercer signo después de la 
coma asignando de antemano la magnitud del módulo de elasticidad 
del material de Ja harra y los valores de los parámetros qo, de, E, 1 
1.134. Construir para una barra AB de sección variable y de 
longitud l, empotrada por su extremo derecho, el diagrama do despla- 
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zamientos longitudinales originados por una carga axial distribuida 
A 

de acuerdo con la ley q (2) = q (7) y una fuerza concentrada P = 

= Egl aplicada en el extremo libre. La variación del área de la sección 


de la barra respondo a la ley F (2) =Fo (1 + /E)”, donde 


F, _ os el área de la sección del extremo A. 

Para el cálculo en ordonador, formular el programa de los despla- 
zamientos de diez secciones equidistan- 
tes entre sí. 

Asignados los valores de los paráme- 
tros de Fa, q, E, Ly del módulo de elasti- 
cidad E del material de la barra, calcular 
los desplazamientos con una exactitud 
de hasta el tercer signo después de la 
coma y construir el diagrama de w (2). 

4.135*, Una barra rectilínea AB 
está rígidamente empotrada por ambos 
extremos y sometida a una carga axial constante distribuida 
q = const. La sección de la barra es circular de diámetro que varía 


de acuerdo con la loy d (x) = da [1 + (FJ), dondo de es el 
diámetro de la sección menor en el extremo de lá barr 

Formular el programa para descifrar la hiperestaticidad de la 
barra y calcular las reacciones en los empotramientos. 

Asignar los valores numéricos de los parámetros dy, 9, 1 y calcular 
Jas reccciones con una exactitud de hasta ol tercer simo después de 
la coma. 


Para el problema 1.435 


CAPITULO 2 
CIZALLAMIENTO Y TORSIÓN 


$ 1. Cizallamiento puro 


2.1. Un olomento cuadrado .stá cargado porsus bordes con un siste- 
ma equilibrado de tensiones tangenciales iguales a 100 MPa, Calcular 
las magnitudes de las variaciones del ángulo recto y de las diagonales 
del cundrado como resultado de su deformación elástica. El material 
es duraluminio, E = 0,7:10% MPa, y = 0,3. La longitud del lado 
del cuadrado es de 25 cm. 

2.2*. Una lámina de acero cuadrada se estira en sentido horizon- 
tal por tensiones a, == 120 MPa y se comprime en sentido perpendicu- 
lar por tensiones de magnitud iguales a 0. Calcular la magnitud y 
dirocción de las tensiones tangenciales máximas. Dotorminar la 
variación del ángulo formado por las diagonales del cuadrado, consi- 
derando E =2-105 MPa y u = 0,25. 

2.3*, Como resultado de la tracción de una lámina rectangular 
con las tensiones y = 150 MPa su longitud aumentó en un 0,075% 
y su anchura disminuyó en un 0,025% . Calcular el módulo de cizalla- 
miento del material do la lámina y definir el material de ésta. 

2.4. Dotorminar las tensiones tangenciales que originan la varia- 
ción del ángulo recto de un cuadrado en 10-* radianes. El módulo de 
elasticidad longitudinal del material es Z = 2-10* MPa, el coeficien- 
te de deformación transversal es u = 0,25. Determinar la energía 
de deformación potencial específica. 

2.5*. Una lámina de duraluminio de espesor h == 2 mm tieno 
por Jos bordes un marco hecho de varillas absolutamente rígidas 


Para el problema 25 Para el problema 28 


articuladas en los ángulos. Una fuerza vertical / = 25 kN está 
aplicada en el punto C. Calcular: a) la variación y del ángulo recto 
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de la lámina; b) la magnitud del descenso vertical Ac del punto C; 
e) las tensiones principales en la lámina; d) la variación longitudinal 
Al de las diagonales AC y BD. Construir los diagramas de las fuerzas 
longitudinales en las varillas, Considerar E = 7-10* MPa y p = 


2.6. Es necesario punzonar un orificio de diámetro d = 18 ram 
en una plancha de acero de grosor k = 10 mu. Determinar la fuerza 
que debe ser aplicada al punzón para abrir el orificio, si el límite de 
resistencia del material de Ja plancha al cizallamiento pci = 
= 350 MPa. 

2.7. Hallar la correlación entre el diámetro de un tornillo que 
trabaja a la tracción, cuya altura es » y ]a dimensión de su cabeza es 


Para el problema 2.7 Para el problema 28 


B, basándose en la condición de equirresistencia y considerando dadas 
las tensiones admisibles del material a la tracción [0);;, al cizalla- 
miento [1)¿;, y al aplastamiento lo] ap. Determinar estas dimensiones, 
si se sabe que la fuerza P = 50 kN, [0)i, = 160 MPa, [1] = 60 MPa 
y Lolap = 200 MPa. 

2.8%, La pieza A está fijada al árbol 3 con ayuda de una chaveta 
de sección rectangular. La longitud de la chaveta es 1 = 30 mm; la 
altura, h = 8 mm; el ancho, b = 10 mm. Determinar el momento 
admisible [M) que puede ser transmitido con ayuda de la chaveta de 
la pieza Aala pieza B, si D = 100 mm, d = 50 mm, las tensiones 
admisibles para el material de la chaveta son: al cizallamiento 
Itle, = 80 MPa y al aplastamiento lo], = 200 MPa. 


Para el problema 2.9 Para el problema 2.10 


2.9. La fuerza axial P = 100 kN actúa sobre un árbol. Deter- 
minar el grosor b y el diámetro D del ribete del árbol basándose en 


46 


las condiciones de resistencia al cizallamiento y al aplastamiento 
a partir de las tensiones admisibles [1),;, =80 MPa, l0],p = 
= 180 MPa. El diámetro del árbol es d = 40 mm. 

2.40*. La pieza A que tiene en su extremo dos ojales de grosor 
b = 8 mm y la pieza B que tiene en su extremo un ojal de grosor 
20 = 16 mm están unidas por un gorrón que entra apretadámente 
por los orificios de las piezas. Basándose en la resistencia dela unión 
al cizallamiento y al aplastamiento, determinar la fuerza que puede 
ser aplicada a las piezas, si el diámetro del gorrón es d = 20 mm, las 
tensiones admisibles del material del mismo a cizallamiento [1]. 1, = 
= 80 MPa, al aplastamiento [0] , y = 240 MPa y la tensión admisible 
al aplastamiento del material de las piezas lolyp = 180 MPa. 


$ 2. Cálculo de uniones soldadas y empalmes romachados 


2.11. Una lámina de acero de espesor h =5 mm y de ancho 
» = 50 mm está fijada a una plancha de unión del mismo espesor 
medianto remaches de diámetro d = 10 mm, Determinar el número 
de remaches necesarios a partir de las tensiones admisibles al cizalla- 
miento lt)ey, = 100 MPa y al aplastamiento [0l,p = 260 MPa 
Comprobar la resistencia de Ja lámina somotida a la tracción por 
una fuerza P = 30 kN considerándola debilitada por los orificios 
para los remaches. La tensión admisible del material de la lámina 
a la tracción es (oly = 160 MPa. 

2.12*, Doterminar el número de remaches de diámetro d = 4mm 
necesarios para fijar dos perfiles de duraluminio a una plancha de 


Para el problema 2.12 


unión de acuerdo con el esquema representado en la figura. La unión 
está sometida a una fuerza P = 22 kN. El espesor del ala del perfil 
es h, == 1 mm, el de la plancha de unión es k4 = 2mm. Las tensiones 
admisiblos para los remaches son: [v].1, = 100 MPa y lol,p = 
= 280 MPa. 

2.13*. Dos hojas de ancho 5 = 270 mm y de espesor % = 16 mm 
están unidas a solapa mediante ocho remaches de diámetro d = 
= 25 mm. Determinar la fuerza máxima que puede soportar sin 
peligro esta unión y establecer en cuánto disminuyen los orificios 
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para los remaches la resistencia de las hojas. Viene dado: [0]. = 
= 120 MPa, [1J.1, = 80 MPa, [01ap > 240 MPa. 

2.14. Dos hojas de acero de ancho b = 200 mm, y espesor ly = 
— 13 min están unidas con ayuda de dos cubrejuntas de ancho igual 
a 200 mm y grosor kh = 8 mm. El diámetro de los remaches es d = 
= 1% mu, la fuerza de tracción es P = 180 kN. Comprobar la resis- 


Para el problema 2.14 


tencia de la unión, considerando que la tensión admisible para los 
hojas y cubrejuntas a la rotura [o)rr = 100 MPa, al cizallamiento 
de los remaches (t]p1, == 80 MPa, al aplastamiento (0) yp = 200 MPa. 

2.15*, Un nudo de piezas remachadas está cargado Con una fuerza 
aplicada excóntricamente 2 = 18 kN. El grosor de la plancha de 


Para el problema 245 Para el problema 2.16 


unión y el de los perfiles remachados son iguales ak = 10 mm. Deter- 
minar el diámotro de los remaches, a partir de las tensiones admisibles 
Erlos2 = 80 MPa y [0] ,p = 250 MPa. 

'2.16. Una orejeta cargada con la fuerza P = 4,5 KN está unida 
por medio de“tres remaches de diámetro d =8 mm a una pared 
gruesa. Comprobar la resistencia de la unión al cizallamiento y al 
aplastamiento, si el espesor de la orejeta es » = 5 mm y las tensiones 
admisibles son: Crlo1¿ = 110 MPa, f0)ap = 200 MPa. 

2.17%. Determinar los esfuerzos en los remaches que fijan una 
plancha perfilada cargada con una fuerza vertical P = 10 kN. Hallar 
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cuántas veces disminuirá el margen de seguridad de la unión, si 
se quita el remache central. 

2.18*, Dos bandas de acero a solape están unidas por cuatro 
remaches de diámetros iguales y ostiradas mediante fuerzas P aplica- 


Vara ol problema 2,47 Para el problema 2.18 


das centralmento. Determinar la excentricidad de la carga e que origi- 
na una disminución del margen de seguridad de los remaches en 
un 10%. 

2.19*. Dos bandas de acero de espesor k = 10 mm deben ser solda- 
das a tope de tal modo que este empalme pueda resistir una fuerza 


Para el problema 2.49 Para el problema 2,20 


de tracción P = 100 kN. Detorminar el ancho de las bandas 6 y el 
cooliciente de utilización k del material do las mismas, si la tensión 
admisible en el acero es [oly = 140 MPa y para los olectrodos la 
tensión admisible es igual a lolo = 100 MPa. ¿Qué fuerza resistirá 
la unión, si el cordón se hace inclinado a un ángulo de 45? La tensión 
admisible del material del cordón al cizallamiento [1], = 80 MPa. 

2.20. Determinar la fuerza de tracción máxima que puede ser 
aplicada a unas hojas de 180 mm de ancho y 10 mm de espesor solda- 
das a solupe con dos cordones de extremo. Calcular el coeficiente de 
utilización del material de las hojas para las cuales (0), = 140 MPa. 
Las tensiones admisibles en el material de los electrodos a cizalla- 
miento [tl, =90 MPa. 

2.21. Dos hojas de 180 x 10 mm y 150 < 12 mm están unidas 
a solape por dos cordones de flanco. La unión está sometida a la 
acción de una fuerza de tracción P = 250 kN. Determinar la longitud 
de los cordones, cuando [1], =70 MPa, y el grado de utilización 
dol material de las hojas para el cual lol. = 140 MPa 
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Para el problema 2.24 Para el problema 2,22 


2,22. Dos tiras están unidas a tope con ayuda de dos cubrejuntas 
de igual espesor soldadas por medio de cordones de extremo. Determi- 
nar el grosor h de las cubrejuntas considerando que el cordón se 
destruye por desplazamiento a un ángulo de 45” respecto al plano 
de la tira. Viene dado: P = 300 kN, b = 30 cm, k =4 cm, (1), = 
= 90 MPa. Para compensar la soldadura incompleta posible hace 
falta disminuir en 1 em la longitud de cálculo de los cordones. 

2.23. Calcular un empalme soldado de dos hojas de acero de 
200 x 10 mm de sección, sometidas a tracción, recubierto por dos 


Para el problema 2.23 Para el probloma 2.24 


cubrejuntas. El cálculo debe basarse en las condiciones de equirresis- 
tencia del metal básico y del de la unión, partiendo de las tensiones 
admisibles en el metal básico lo)¡¿ = 160 MPa y en el material de 
los cordones [1]. =80 MPa. Determinar las dimensiones de las 
cubrejuntas. Calcular cómo variarán las cubrejuntas, si a los cordones 
de flanco se añaden cordones de extremo con las mismas tensiones 
admisibles. 

2.24*. Determinar las longitudes de los cordones de soldadura 
para fijar a una plancha de unión un angular equilátero 80 x 80 x 
x 10 mm (el área de la sección es F = 15,1 cm, e, = 2,35 cm), 
basándose en la condición de equirresistencia de los cordones de 
unión y del angular. El material del angular es acero St. 3 loli" 
=160 MPa. La tensión admisible en el material del cordón es 
[rt], = 90 MPa. 


2.25. Comprobar la resistencia de la unión de un perfil en U, 
cuya área de la sección es F = 55,9 cm”, con una plancha perfilada 
por medio de dos cordones de flanco y un cordón en ranura. El perfil 


AA 


Para el problema 2.25 


en U está sometido a tracción por una fuerza ? = 800 kN. La tensión 
admisible en el material básico es lo];; = 160 MPa, en el material 
de los cordones a cizallamiento es [1], = 80 MPa. 


$ 3. Torsión de árboles de sección circular 


2.26. Durante un ensayo a la torsión de una muestra cilíndrica 
de acero resultó que el crecimiento dol momento torsor en AMyor = 
=5 Nom origina un incremento del ángulo de torsión Ay = 
= 0,002 rad en una longitud de 20 cm. Calcular el módulo de cizalla- 
miento del material de la muestra G y el coeficiente de Poisson pa, 
si son conocidos el módulo de elastici- 
dad ala tracción E = 2.40% MPa y el 
diámotro de la muestra d= 16 wm. 

2.27*. Unárbol hueco está some- 
tido a torsión bajo la acción de los 
momentos M aplicados en sus extro- 
mos. En el centro del árbol, formando 
un ángulo de 45" respecto a su eje, está 
fijado un tensómetro de base s= 
= 20 mm y de aumento k= 1000. 
El crecimiento de las indicaciones del 
tensómetro Ar = 12 mm corresponde 
al crecimiento del momento torsor en 
AMior = 9 kN-m. Calcular el mó- Para ol problema 2.28 
dulo de cizallamiento del material 
y el incremento del ángulo de torsión del árbol, si su longitud 
es igual a 1 = 1 m y los diámetros son D = 0,12 m y d=0,08 m. 

2.28. Para definir los ángulos de torsión de un árbol hueco en la 
sección A está montado un indicador cuyo vástago aprieta sobre 
la palanca acodada € fijada sobre el árbol en la sección B. La distancia 
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entre las secciones A y B es igual a 1 = 0,1 m. El punto de contaclo 
del indicador y la palanca C dista p = 15 cm del eje del árbol, Los 
diámetros exterior o interior del árbol son: D = 0,1 m, d = 0,09 m. 
Calcular el módulo de cizallamiento del material G, si durante un 
crecimiento del momento torsor en AMyo, = 4 kN-=m las indica- 
ciones del instrumento aumentan en n = 25 divisiones. El valor de 
una división del indicador es c = 0,01 mm. 

2.29*, La frecuencia de rotaciones dol árbol hueco de un reductor 
de longitud 1 = 0,6 m es ignal a » = 500 r.p.m. Con ayuda de un 
tensorresistor pegado sobre el árbol a un ángulo de 45? con respecto 
a su eje se ha medido el alargamiento relativo e = 3,4+10-* dol 
material dol árbol en esta dirección. Determinar la potencia N 
que transmite el árbol y el valor del ángulo de torsión del mismo. 
Vione dado: el diámetro exterior del árbol 8 cm, la relación 
entre los diámetros interior y exterior a = 0, la longitud del árbol 
1 = 0,6 m, cl módulo do elasticidad E = 2-10* MPa, el coeficionte 
de Poisson p = 0,3. 

2.30*, Determinar la magnitud del momento torsor mediante ol 
cual el cálculo a la rosistencia de un árbol macizo circular da el 
mismo diámetro D que el cálculo a la rigidez, Hallar D. La tensión 
tangencial admisible [1] = 80 MPa, el ángulo de torsión relativo 
admisible [41] = 0,5* por metro, el módulo de cizallamiento del 
matorial del árbol G = 8-10* MPa, 

2.31. Un árbol do acero de socción maciza transmite una potencia 
N = 60 kW. La frecuencia de rotación del árbol es n = 240 r.p.m. 
Dotorminar el diámetro del árbol D basándose en las condiciones 
de resistencia y rigidez, si Lt] = 40 MPa, el ángulo de torsión admi- 
sible [p'] = 1” por metro y el roódulo de cizallamiento G = 8-10* MPa. 

2.32. Las mediciones realizadas durante el ensayo de un motor 
mostraron que su árbol de diámetro D = 50 mm y longitud l= 
= 0,5 m, con una frecuencia de rotación igual a n 000 r.p.m., 
se tuerce a un ángulo q 02. Deter- 
minar la potencia que transmite el árbol, 
si se sabe que el módulo de cizallamiento 
del material es igual a G = 8-10' MPa. 

2.33*. Calenlar el diámetro de un 


= árbol cargado con los momentos Xy == 
Para el problema 2.33 2 kN-m, XK, =10kN-m, Xy = 1 kNm 
K,=09 kN-m. La tensión tangencial 
admisible en el material del árbol es igual a [+] == 50 MPa. 
Construir los diagramas de las tensiones tangonciales a lo largo 
de los radios para cada uno de los tres tramos del árbol cuyas 
longitudes son: a=05 m, b=0,8 m y c=0,6 m. Construir 
los diagramas de los ángulos de torsión relativos q” y de los ángulos 
do giro absolutos q a lo largo del árbol, considerando inmóvil su extre- 
ino izquierdo. El módulo de cizallamiento del material del árbol es 
G =8-10* MPa. 
2.34. Dos árboles de igual longitud y masa están fabricados de 
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un mismo material. Uno de los árboles es hueco con una relación 
de diámetros a=d/D dado. El otro es macizo, el diámetro exterior 
del cual es Dy. Hallar la relación de los momentos torsores que pueden 
ser aplicados a los árboles cuando Jas tensiones admisibles son iguales. 
Comparar las rigideces de los árboles a la torsión y determinar en 
cuánto disminuirá la masa del árbol hueco, si éste se hace equirresis- 
tente al árbol macizo, conservando constante la relación de diámetros 
a=08. 

2.35* . Comparar las masas y los ángulos de torsión de dos árboles 
circulares macizos de longitud 7 = 2m cada uno, que reciben momen» 
tos torsores iguales M = 1 kN «m. Un árbol es de acero; el otro, de 
una aleación de aluminio. Calcular los diámetros de los árboles do 
acuerdo con Ja condición de resistencia. Viene dado: para el árbol 
de acero (1] = 80 MPa, p = 7,85 -10* kg/m*, G = 8-10 MPa; para 
el árbol de aleación de aluminio [1] = 50 MPa, p = 2,6-10% kg/m*, 
G = 3-10! MPa. 

2.36, Un árbol macizo de diámetro D, = 0,12 m y longitud 1 = 
= 1.5 m transmite un momento torsor constante Myor. Determinar 
las dimensiones de la sección transversal de un árbol hueco do la 
misma longitud, que posee Ja misma resistencia que el árbol macizo 
y cuya rigidez es 1,5 veces mayor. Calcular la masa de cada árbol, 
considerando que ellos están fabricados de un mismo material de 
densidad p = 7,85 -10* kg/m*. 

2.37. Una potencia de N = 10 kW se transmile de un árbol maci- 
zo, a través de un embrague de garras, aun árbol hueco con una fre- 
cuencia de rotación n= 100 r.p.m. Calcular el diámetro D, del 
árbol macizo y el diámetro exterior D del árbol hueco teniendo en 
cuenta que la relación de diámetros es a = 0,7, considerando que 
la tensión tangencial admisib)e es igual a [1] = 60 MPa. 

2.38. Determinar Ja relación de los diámetros de dos árboles, 
fabricados de un mismo material, que transmiten una potencia igual, 
si un árbol hace n, = 50 r.p.m. y el otro, nz = 100 r.p.m. 

2.39*. Un árbol hueco cuya relación de diámetros es a =d/D= 
= 0,6 se somete a torsión por los momentos X, == 0,8 kN=m, 
K,=1,/2kN-m, K¿=0,4 kN-m y por el momento X,. El mo- 
mento X, equilibra los demás momentos. Determinar las dimen- 
siones de la sección transversal que satisfacen las condiciones de 
resistencia y rigidez, construir los diagramas del momento tor- 
sor Mior, del ángulo de torsión relalivo «y' del árbol y del ángulo de 
giro absoluto p de la sección a lo largo del árbol y el diagrama de 
tensiones tangenciales T a lo largo del radio de la sección peligrosa. 
Viene dado: dE 30 MPa, [«p'] = 0,25? por metro, el módulo de 
cizallamiento G = 8-10* MPa. Elegir la sección fija del árbol a su 
parecer. Las longitudes de los tramos del árbol son: a = 1,2 m, b = 
=08 m, c=0,6 m. 

2.40*. A un árbol escalonado están aplicados los momentos X, = 
=2kN+m, K¿= 10 kN-m, K, = 8 kN-m y el momento XK, gue 
equilibra los primeros tres. Calcular los diámetros D,, Da, Da de 
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los tramos del árbol de acuerdo con la tensión admisible [lx] = 
= 4() MPa, construir los gramas de los ángulos de torsión relati- 
vos del árbol q” y de los ángulos de giro absolutos q de la sección 


e % 
34 E — 3 
L L y 
Para el problema 2.39 Para el problema 240 


cuando a=05m.b=10m,c=05m d=1,2m6=8X 
Xx 10' MPa, considerando que el extremo derecho es fijo, Representar 
el diagrama de tensiones tangenciales a lo largo del radio de una 
de las secciones del árbol, 


$ 4. Problemas estáticamente indeterminados a la torsión 


2.41*. Un árbol macizo de sección circular tiene sus extremos 
rígidamonto empotrados y está cargado con dos momentos de 
K, := 0,4 kN -m y K, > 0,6 kN -m. Calcular el d 
dol árbol D' de acuerdo con las condiciones do resistencia y rigidez, 
considerando la tensión admisible [1] = 40 MPa, el ángulo de torsión 
isible es [q"] = 0,25* por metro, el módulo de cizallamiento es 

G = 8-104 MPa, a=0,5 m, d=0,75 m, e — 1,25 m 


Vara el problema 2.41 Para el problema 2.42 


2.42*, Determinar los momentos en los empotramientos de un 
árbol escalonado, construir los diagramas do los momentos torsoros y 
do los ángulos de torsión. Viene dado: K = 10 kN-m, a =1,2m, 
b=04m, D, =4cm, D, = 5 cm, G = 3-10' MPa. 

2,43*. Los extremos del árbol AB están rígidamonte empotrados 
en paredes fijas. El diámetro de la parte gruesa del árbol es igual 
a D, =20 cm. La parte delgada tiene un diámetro igual a D, == 

15 cm y está debilitada por un caual longitudinal de diámetro 
d = 12 cm. Construir los diagramas de los momentos torsores y de 
los ángulos de giro a lo largo del árbol, considerando K = 150kN «m, 
a=04m, b= m, c=0,8 m. Hacer la comprobación de la 
resistencia y la rigidez del árbol cuando la tensión admisible es 
[1] = 60 MPa y el ángulo de torsión admisible es [q] = 0,6? por 
metro. El módulo de cizallamiento es G = 8-10' MPa. 
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2.44*. Los momentos K, y K; están aplicados a un árbol de 
sección constante empotrado por ambos extremos tal como está repro- 


hr 
A iS 
1/2 LA ¿2 
Para el problema 2.43 Para ol problema 2.44 


sentado en la figura. Doterminar cuál debe ser.la rolación entre los 
momentos K, y K; para que los momentos reactivos en las secciones 
empotradas sean iguales. 

2.45, Determinar el momento admisible X. Los diámotros de los 
tramos del árbol son: D, = 7 cm, D, = 5 em, la tensión tangencial 
admisible es igual a [1] = 60 MPa, 

2.46*. ¿A qué distancia del empotramiento izquierdo del árbol, 
examinado on el problema 2.45, hace falta aplicar un momento 


Para ol problema 2.45 Para el problema 2,47 


para que las tensiones máximas en las partos gruesa y delgada del ár- 
bol scan iguales? Determinar el momento admisible Ken el caso 
mencionado cuando [1] = 60 MPa. 

2.47. Construir los diagramas do los momentos torsores y de los 
ángulos de torsión, Viene dado: K, =0,3 kN +m, K, =1,6 KN -m, 
Ka =0,8 kN -m, K, = 0,1 kN -wm, la rigidez dol árbol a la torsión 
es Gpo = 20 kN «02, 

2.48. Calewlar la magnitud admisible del momonto X sogún las 
tensiones admisibles (rl = 80 MPa y construir el diagrama de los 
ángulos de giro, considerando 1=1,5 m, G = 7:10 MPa. 


5 
A Y E E 
- A Ss AI00:Nm 
a == 
dolo A TN 
lo IT: RR a 
Vara el problema 2.48 Para el problema 2.49 Para el problema 2.50 
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2.49*. Resolver el problema 2.48 con la condición de que el 
diámetro de la parte media es D, = 6 cm y los momentos K están 
dirigidos en sentidos opuestos. 

2.50%. Determinar a qué distancia x, a partir del empotramiento 
izquierdo, hace falta aplicar el momento XK para que el cálculo del 
árbol según la tensión admisible [1] = 100 MPa y según el ángulo 
de torsión relativo admisible [9'] = 0,5” por metro dé un mismo 
valor del diámetro. G = S-10* MPa. 


$ 5. Cálculo según el estado límite 


2.51*. Un árbol macizo de sección circular de diámetro 
= 5 cm gira a causa de unos momentos aplicados en sus extrem 
Construir el diagrama de tensiones tangenciales a lo largo del radio 
de la sección, correspondiente al estado límite del árbol; hallar el 
momento de torsión límite, si el límite de fluencia del material del 
árbol es tr, = 150 MPa '). 

2.52. Construir el diagrama de tensiones tangenciales a lo largo 
del radio correspondientes al estado límite de un tubo de acero de 
sección 70 Xx 50 mm y hallar el momento de torsión Jímite, si el 
Jímite de fluencia del materia) es 11, = 200 MPa ”). 

2.53. Comparar las masas de dos árboles de acero macizos de 
longitudes iguales calculados con coeficientes de seguridad iguales 

a ny = 2; el primer árbol se ha calculado 
según el estado límite y el segundo, según 
las tensiones admisibles. El momento 
torsor Mio =10 kN»m, el límite de 
fluencia del material es T;, = 280 MPa. 

2.54. Hallar la carga límite para un 
árbol macizo empotrado en sus dos extre- 
mos y cargado en la parte media con un 
momento de torsión concentrado X. El 
límite de fluencia del material del árbol 
es 1; = 300 MPa, el diámetro del árbol es D = 4 cm. Determinar 
cómo variará el momento límite K, si se elimina uno de los empotra- 
mientos 

2.55*, Hallar el momento límite Kiym a partir del límite de 
fluencia del material tf, = 200 MPa. Delerminar cómo variará el 
momento límite, si se libera el extremo izquierdo del árbol. 


Parn ol problema 2.55 


$ 6. Torsión de barras de secciones no circulares 


2.56. Calcular la potencia admisible que puede ser transmitida 
por el tramo de un árbol de acero de sección elíptica con semiejes a 
=4 cm y b= 2,5 cm, si la tensión admisible es [tl] = 50 MPa, 
la frecuencia de rotación del árbol es n= 200 r.p.m. Hallar ol 


1) Tomar el diagrama de Prandtl (sin tener en cuenta la consolidación). 


ángulo de torsión relativo q” considerando que el módulo de cizalla- 
miento es G = 8-10* MPa. 

2.57. El tramo de un árbol de sección cuadrada transmite una 
potencia de N = 10 kW con una frecuencia de rotación igual a n = 
= 120 r.p.m. Según la condición de resistencia del árbol determinar 
la dimensión a del lado del cuadrado si la tensión admisible es [1] = 
= 46 MPa. 

2.58*. Una barra de acero de sección rectangular de dimensiones 
60 x 20 mm y longitud 1= 0,8 m está cargada con un.momento 
torsor Mjor = 0,4 kN -m. Calcular la tensión tangencial máxima 
en la barra, construir los diagramas de las tensiones tangenciales en 
la sección transversal y determinar el ángulo de torsión de la barra 
si el módulo de cizallamiento es G = 8-10* MPa. A 

2.59. Una banda de acero de grosor k = 15 mm y de longitud 
1 = 0,8 m se tuerce por el momento M = 0,6 kN «m. Determinár el 
Area b de la banda basándose en la condición de resistencia si [1] == 
= 80 MPa. 

2.60. Un árbol macizo circular tiene los extremos de socciones 
cuadradas. El cuadrado de lado b está inscrito en una circunferencia 


Para el probloma 2.60 


de diámetro d que determina la sección de la parte media del árbol. 
El árbol está cargado con los momentos K, = 0,4 kN=m, Kg = 
=1,2 kN +m, X¿=0,5 kN-m, K¿=0,3 kN-m. A partir de la 
condición de resistencia, determinar el diámetro del árbol, si l1] = 
= 50 MPa. Construir los diagramas de Jas tensiones tangenciales en 
las secciones peligrosas del árbol. La concentración de tensiones se 
desprecia. 

2.61%. Calcular cuántas veces disminuirá la resistencia y la 
rígidez a la torsión de un tubo do paredes delgadas, si éste se corta 
a lo largo de la generatriz a toda su longitud, El diámetro interior 
del tubo es d = 3 cn, el grosor de su pared es h = 0,4 cm. 

2.62*, Una viga en doble 7' de longitud 1 = 1,5 m está empotrada 
en una pared en uno de sus extremos y en ol otro está cargada con 
un momento torsor Myor. Las dimensiones de la sección transversal 
de la viga son: a = 12 cm, 28 cm, h = 2 cm, h, = 1 cm. Deter- 
minar el momento máximo M+o, que puede ser soportado por Ja 
viga si la tonsión admisible es igual a [+] = 60 MPa. La obstaculiza- 
ción de los desplazamientos longitudinales en la viga se desprecia. 

2.63. Un angular está cargado con un momento torsor de intensi- 
dad mir = 0,22 kN=m por metro repartido uniformemente a lo 
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Para el problema 2.52 Para el problema 2.63 


largo del angular. Construir el diagrama de momentos torsores y cal- 
cular las tensiones tangenciales máximas en la sección de más peligro. 

2.64*. Una barra de paredes delgadas de sección rectangular 
cerrada gira bajo la acción de momentos M aplicados en sus extremos. 
Calcular la magnitud del momento admisible [M] basándose en la 
condición de resistencia considerando [1] = 60 MPa. Determinar 
cuántas veces disminuirá el momento admisible, si la caja se 


corta a lo largo de toda la goneralriz. 


E E 


Para el problema 2,64 Para el problema 2.65 


2.65. Calcular la tensión tangencial en la pared de un tubo de 
parodes delgadas cerrado de sección en forma de una semielipse ABC 
con los semiejes a = 0,3 m, b = 0,1 m. El momento torsor Mor = 
= 7 kN »m, el grosor de la pared curvilínea es igual a 4, = 1,5 mn, 
el grosor de Ja pared vertical es h, = 2 mm. 


$ 7. Muelles salomónicos de paso pequeño 


2.66*. Un muelle enroscado de un alambre de diámetro d = 
= 20 mn con un número de espiras de trabajo igual a n = 8 se com- 
prime por una fuerza P = 8 kN. El diámetro medio del muelle es 
D = 12 cm. Determinar la deformación A del muelle y las tensiones 
tangenciales máximas Tmáx. El módulo de cizallamiento del material 
del muelle es G =8,5-10* MPa. 

2.67*. Calcular la rigidez de un resorte que tiene el diámetro de 
la espira igual a D = 20 cm, el diámetro del alambre d = 12 mm y 
el número de espiras n = 5. El módulo de cizallamiento es G = 


= 8-10! MPa. 
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2.68*, Determinar el diámetro del alambre de un resorte cilíndri- 
co, cuyas espiras tienen un diámetro promedio D = 8 cm, a partir 
de la condición do resistencia, si la ten- 
sión admisible es [1] = 400 MPa. La carga va 
máxima sobre el resorte es igual a P=20kN. 

2.69. Hallar el número de espiras n de 


un resorte cilíndrico necesario para garan- ==> 


tizar una deformación A = 3 mm durante 
la acción de una fuerza P=15kN. En = 
este caso la tensión nu debe ser mayor 
que el valor admisible ([r]= 400 MPa. 
El diámetro de las espiras del resorte D = 
=8 em. El módulo de cizallamiento es 6 = 
=8,5 +10! MPa. 

2.70. Determinar la fuerza admisible Lu —< 
de un resorte que consta de n=12 cS- Para los problemas 
piras con un diámetro D — 4cm para que 2.66—2.70 
la deformación del resorte no sea mayor 
de A=8mm. La tensión langencial admisible del material de 
resorto es [r] = 200 MPa; el módulo de cizallamiento, G = 
=8-10* MPa. 


$ 8. Problemas que se resuelven en ordenador 


2.71. Un árbol AB de sección arbitraria cargado con un momento 
m (2) = my (4 + e-210) distribuido en toda su longitud y un momen- 
to torsor concentrado K == Em,l en ol extremo libre A, está rígida- 
mente empotrado por el extremo B. 

Redactar el programa para calcular los momentos torsores on las 
soccionos del árbol. Asignar los valores de los parámetros my, E, 1 y 
calenlar los valores del momento torsor en las secciones que se encuen- 
tran una de otra a una distancia igual a la décima parte de la longitud 
del árbol partiendo del extremo libre 4. Realizar los cálculos con 
una exactitud do milésimas. 

2.72*, Determinar la tensión tangencial máxima en una sección 
dada del árbol AB de sección variable que está empotrado en uno 
de sus extremos. El árbol soporta la acción de un momonto torsor 
distribuido de intensidad constante m. Un momento concentrado X = 
= iml está aplicado en el extremo libre del árbol, 

El diámetro del árbol varía de acuerdo con la ley d (2) = 
= de [+7 (2'1999], donde d, es el diámetro de la sección extrema. 

Redactar el programa para determinar en ordenador el valor 
máximo de la tensión tangencial en cualquier sección. Asignar los 
valores de los parámetros E, m, dy, l y calcular Tmáx para once seccio- 
nes equidistantes entre sí empezando a partir del extremo libre del 
árbol. 

Construir el diagrama de las tensiones máximas a lo largo del 
árbol. 
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2.73. Determinar el ángulo de giro de la sección extrema del árbol 
AB sometido en toda su longitud a la acción de un momento distrib: 


do m(2) =m (1 -3) y de un momento concentrado K = ¿ml 


en el extremo libre. El extremo derecho del árbol está rígidamente 
empotrado. El diámetro del árbol varía de acuerdo con la ley d (2) = 


=d (1+ ¡CIMA donde dy es el diámetro de ln sección del 
extromo derecho. 


Redactar el programa para calcular el ángulo de torsión con una 
exactitud de milésimas para los parámetros m, E, l, dy asignados. 


Para los problemas 2.71—2.74 Para el problema 2.75 


E) módulo do cizallamiento se toma de acuerdo con el material su- 
puesto del árbol. 

2.74*, Un árbol do sección variable está cargado de un momento 
concentrado K = Eml en el extremo libre A y de un momento distri- 
buido en toda la longitud del árbo) de acuerdo con Ja ley m (2) = 


= m (%)', donde m es cierto parámetro elegido arbiteariamonto. 
El diámetro del árbol varía según la ley d (2) = da (1 + (3)" 
donde da es ol diámetro de la sección del extremo libre del árbol. 

Redactar el programa para calcular los valores del ángulo de giro 
de las secciones del árbol. Asignar los valores numéricos de los pará- 
metros m, E, l, de y el del módulo de cizallamiento del material de 
árbol. Calcular el ángulo de giro de once secciones equidistantes 
entre sí empozando por el extremo libre. 

Construir el diagrama de los ángulos de giro. 

2.75. Construir ol diagrama de los momentos torsores de un árbol 
do sección variable empotrado rígidamente on ambos extremos y 
cargado con un momento torsor repartido de acuerdo cón la ley 
m = const. Considerar que el diámetro varía a lo largo del árbol 


según la ley d (2) =d, (1 + (5)%), donde dy es el diámetro de 
la sección del oxtremo izquierdo. 

Redactar el programa para demostrar la indeterminación estática 
del árbol. 

Asignar los valores numéricos de los parámotros dy, m, l y calenlar 
los momentos de reacción con una exactitud de milésimas. 


CAPÍTULO 3 


CARACTERÍSTICAS GEOMÉTRICAS DE SECCIONES 
DE VIGAS 


$ 1. Centro del área de una sección 

3.1. Calcular'las coordenadas de los centros de las áreas de los 
triángulos, representados en la figura, respecto a los ejes.que coinci- 
den con la base y con la altura del triángulo. 
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Para el probloma 3,4 


3.2*, Calcular las coordenadas dol centro del área de un trapecio 
cualquiera por dos métodos diferentes: el de la integración inmediata 
y el de Ja descomposición del trapecio en dos triángulos. 


Y Y 


Para el problema 3.2 Para el problema 3.3 


3.3*, Determinar las coordenadas de los centros de las partes de 
un círculo ropresentadas en la figura. 

3.4. Hallar las áreas de las secciones de las vigas de paredes del- 
gadas representadas en lá figura y determinar las coordenadas de sus 
centros. 
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Para el problema 3,5 


Pasa el problema 34 
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Para el problema 3. 
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Para el problema 3.7 
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3.5. Calcular el área de una sección rectangular con un recorte 
interno y hallar la posición del centro del área por el método de las 
áreas negativas. 

3.6. Para una de las secciones representadas en la figura hallar el 
área y determinar Ja posición de su centro, teniendo en cuenta la 
simetría de la sección. 

3.7. Calcular el área do un angular inequilátero y hallar las 
coordenadas de su centro respecto a los ejes que coinciden con sus 
caras exteriores. 

3.8. Determinar el área de la figura y hallar las coordenadas de 
su centro, utilizando e) método de división en figuras simples y ha- 
ciendo uso de los resultados obtenidos en los problemas 3.1 y 3.3. 


Y Y Y 


Para el problema 38 


3.9. Hallar la altura de un triángulo isósceles ABC recortado de 
un cuadrado, sabiendo que el vértice C coincide con el centro del 
área de la figura que quedó después del corte. 

3.10%. Un rectángulo de ancho / y altura h está dividido en dos 
partes por una parábola de segundo orden y =az*. Determinar las 
áreas y las coordenadas de los centros de cada uno de los dos triángu- 
los curvilíneos obtenidos. 


re z 
AA E 
Para el problema 3.9 Para el problema 340 
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$ 2. Momentos de inercia de secciones transversales 


3.11. Determinar los momentos de inercia axiales Jz¿ Y Jyp Y el 
momento de inercia centrifugo J.¿y, delassecciones: deun cuadrado 
cuyo lado es a, un triángulo equilátero con un lado igual a b y un 


Para el problema 3.14 
círculo de diámetro D respocto a los ejes z¿ e yc que pasan por el 
contro de Ja sección. Hallar los momentos do inercia Jy, Jy, Jay 
rospecto a los ejes z, y. 
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Para el problema 3,12 
3.12*, Determinar los momentos do inercia Jx y Zap: 


3.13*. Calcular los momentos de inercia respecto a los ejes de 
simetría de la sección. 


PO 
A 


< 


5 


8) » 
Para el problema 3.13 


3.14*. Para las secciones representadas en la figura del problema 
3.6]detorminar los momentos de inercia J.,,, y J.y, respecto a los ejes 
que pasan: por el centro de la sección. El eje yo es el de simetría y es 
perpendicular al eje zo. 0 

3.15%. Para las secciones con forma de triángulo isósceles, de un 
cuarto de círculo y de un angular equilátero se pide: a) calcular los 


Para 6l próblema 3.15 
momentos axiales y contrífugos de inercia respecto a los ejes a'6 yj 
b) hallar los momentos de inercía centrífugo y axiales centrales 
¿over Tuc Y Tp» 6) hallar la posición de los ejes principales centrales 
y los valores de los momentos de inercia principales Jm4x y Jm: 
3.46%, Hallar las direcciones de los ejes principales centrales y 
determinar Jos momentos de inorcia principales. 


Y Y 

8 5 

na AS 
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Para el probloma 346 

3.17. Determinar la posición del centro de gravodad del árca de 
una figura acotada por el arco de un cuarto de círculo y dos lados 
de un cuadrado. Calcular Jos momentos de inercia Jxg, Jyg Y Sxey, 
respecto « los ejes centrales paralelos a los lados del cuadrado. Hallar 
también los valores máximo y mínimo de los momentos de inercia 
axiales centrales y sus correspondientes radios de giro imáx € imtn- 

3.18. Calcular los momentos de inercia respecto al ojo z. 


Y 
Ss 
2a 2a 
2 2 
Para el problema 3,17 Para el problema 3,48 
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3.19. Para las secciones asimétricas representadas en la figura 
del problema 3.8 calcular los momentos de inercia centrales xp, Y yg 
Y Jzcyo' hallar las direcciones de los ejes principales, así como los 
momentos de inercia principales y los radios de giro principales 
bntx € ima B 

3.20. Determinar los momentos de inercia del área de un triángu- 
lo de altura h respecto a la línea media paralela a la base b. 


$ 3. Momentos de inercia de las secciones 
de perfiles laminados 


3.21. Haciendo uso de Jas tablas dol surtido de perfiles laminados 
(véase el anexo), determinar los momentos de inercia centrífugos 
Jzy respecto a los ejes centrales paralelos a las alas de un angular 
equilátoro de 100 Xx 100 x 10 mm y J,y, respecto a los ejes que 
coinciden con las caras exteriores del angular. 

3.22, Determinar cuántas veces se diferencian los momentos 
de inercia centrales J, de una sección tubular compuesta de angula- 
res equiláteros de 200 x 200 x 20 mm de los correspondientes mo- 
mentos de inercia J, de una sección en eruz formada por los mismos 
perfiles. 


Para ol problema 3.22 Para el problema 3,23 


3.23*. Establecer el error relativo de cálculo de los momentos de 
inercia respecto a los ejes centrales paralelos a las alas de un angular 
equilátero do 160 x 160 X 20 mm, al sustituirlo por dos rectángu- 
los sín tomar en consideración los redondoos. 

3,24. Con ayuda de los datos del surtido, determinar el valor 
máximo del momento de inercia axial central Jmax de un angular 
inequilátero do 460 x 100 x 10 mm; se pido también hallar los 
momentos centrífugos respecto a los ejes centrales paralelos a las 
alas del angular (Jx¿y¿) y respecto a los ejes que coinciden con sus 
caras exteriores (Jxyy): 

3.25. Colcular-y comparar entre sí los valores máximos de los 
momentos de inercia respecto a los ejes centrales de una sección en 
forma de T' y otra en forma de cruz formadas por dos angulares de 
40 x 40% 5 mm. 
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3.26. Determinar Jos momentos de inercia de una sección en 
doble T'N* 10 respecto al eje que pasa por la base de la sección en 
doble T y respecto al eje central que forma un ángulo de 30" con la 
horizontal. 


Para el problema 3.25 Para el problema 3.27 


8.27*. Determinar Ja distancia a do manera que todos los mo- 
mentos centrales de inorcia de Ja sección obtenida sean iguales, 

3.28. Dos perfiles U N* 40, unidos entre sí por sus parodos, for- 
man una sección doble T. Calcular los momentos principales de 
inercia de esta sección y compararlos con los correspondientes de 
una viga en doble T estandarizada de la misma altura. Hallar cómo 
variarán los momentos de inercia principales, al formar una sección 
tubular con los perfiles en U (figura de la derecha). 


Y 

midiiviso JEROEa, 
da = 

Para ol problema 325 Para el problema 


3.29. Calcular las coordenadas del centro de gravedad, determi- 
nar Jas direcciones de los ejes principales y hallar los valores de 
los momentos de inercia principales centrales de uma sección forma- 
da por un angular inequilátero de 125 X 80 x 8 mm y un porfil U 
N? 20, tal como está representado en la figura. 

3.30, Determinar la posición del centro de gravedad, las divec- 
ciones de los ejes principales y calcular Jos momentos de inercia 
principales, así como los correspondientes a cllos radios de giro de 
una sección compuesta. 
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Para el problema 3.30 
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$ 4. Momentos de inercia de secciones de vigas 
de paredes delgadas 


3.31*, Calcular el momento de inercia de la sección de una banda 
estrecha AB respecto al eje dado ., si se conocen las distancias y, 
e y p de sus oxtremos al eje, la longitud / de la banda y el ancho 4 
de la misma. 

3.32. Calcular los momentos de inercia polar y axial de la sección 
de un tubo de paredes delgadas cuyo dliámetro promedio es igual a 
dor y el espesor es h 


b=20em 
US 


Para el problema 3,31 — Para el problema 3.33 Para el problema 3,34 


3.33. Calcular los momentos de inercia principales de la mitad 
de un anillo estrecho cuyo radio promedio es igual a r y el espesor 
os h. 

3.34. Hallar las direcciones de los ejes principales centrales y 
los momentos de inercia principales de una sección en forma de Z 
de paredes dolgadas. Indicar qué sumandos pueden ser despreciados 
durante el cálculo de las secciones de paredes delgadas. 

3.35. Calcular los momentos de inercia principales J. y. J, de 
un perfil doble T simétrico de paredes delgadas. Comparar los resul- 
tados, obtenidos con los valores del surtido para el perfil doble T 
N* 20. 
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3.36. Calcular los momentos de inercia principales de wn' perfil 
doble T de paredes delgadas y alas inclinadas y compararlos con los 
resultados obtenidos en el problema 3:35. Hacer las conclusiones 
necesarias acerca de la influencia de la inclinación de las alas en los 
valores de los momentos de inercia. 


F-g8tom 
h=2lem 


Para el problema 3.35 Para el problema 3.36 


3.37. Determinar la posición del centro de una sección de paredes 
delgadas y calcular sus momentos de inercia principales. 


Para el problema 3.37 Para el problema 3.38 


3.88. Calcular las coordenadas del centro de un perfil asimétrico 
de paredes delgadas y hallar las direcciones de sus ejes principales 
y los valores de los momentos de inercia principales. 
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Para el problema 3.39 Para el problema 3.40 
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3.39. Hallar la posición del centro de una sección cerrada de 
paredes delgadas reforzada en los ángulos con áreas concentradas. 
Calcular los momentos de inercia principales de la sección. 

3.40. Calcular el momento de inercia de un perfil de paredes del- 
gadas roforzado en dos puntos con áreas concentradas respecto a Su 
eje de simetría. Hallar el radio de giro ¿ de la sección. 


CAPITULO 4 


TENSIONES EN VIGAS Y 
ESTRUCTURAS ? SOMETIDAS A FLEXIÓN 


$ 1. Diagramas de fuerzas interiores 


4.1*. Construir los diagramas de esfuerzos cortantes ¿Q y do 
momentos flectores M de una viga en voladizo sobre el cual actúan 
una fuerza concentrada P y un momento concentrado L = Pa. 


Y] 
A > L 
tt 3 
a £ 
Lo 44 ¿2 % 
S A le 
f 3 S h— E E 
7 S 
Pura el probloma 41 Para el problema 42 Para el problema 43 


4.2. Dolerminar las reacciones Va y V y en los apoyos de una 
viga sobre dos apoyos y construir los diagramas Q y M, Si ésta soporta 
la acción de: a) una fuerza concentrada P, h) un momento concen- 
trado L, 

4.3". Construir los diagramas Q y M de una viga sobre la cual 
actúa una carga distribuida de intensidad y. La intensidad q varía 
a lo largo de la viga en forma lineal. Analizar los casos particulares 
da =0, q, = 42, = 9, así como el caso q, < 0. 

4.4. Construir los diagramas Q y M de vigas cargadas con fuerzas 
concentradas. 

4.5. Construir los diagramas Q y M. Verificar la dopendencia 
diferencial entre Q y M. 

4.6*. Determinar las reacciones en los apoyos A y B y construir 
los diagramas Q y M de una viga con voladizo que descansa sobre 
dos apoyos sometida a cargas concentradas. 

4.7. Hallar las reacciones en los apoyos y construir los diagramas 
O y M de una viga con voladizo sometida a la acción de una carga 
distribuida uniformemente. 


1) La curvatura de las barras curvilíneas se considera pequeña (las barras 
con curvatura grande se examinan en el capítulo 8). No debe considerarse el 
peso propio de las vigas y las estructuras, salvo se diga lo contrario. 
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Para el problema 45 


4.8*. Construir los diagramas Q y M de una ménsula sometida 
a una carga distribuida en forma triangular. 

4.9. Determinar las reacciones en los apoyos y construir los dia- 
gramas Q y M. 

4.10. Para una viga en voladizo, construir los diagramas Q y M. 


d u , £ 
E 7 q 
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Para el problema 46 Para ol problema 4.7 


Para el probleraa 45 Para el problema 4.9 Para el problema 4.40 
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Para el problema 4.11 


4.11. Determinar las reacciones en los apoyos y hallar el momento 
flector máximo. 

4.12. Construir los diagramas Q y M de vigas con voladizo. Cal- 
cular el momento flector máximo. Verificar la dependencia diferen- 
cial entre Q y M. 

4.13. Construir los diagramas Q y M de vigas sobre dos apoyos 
que Soportan cargas distribuidas de acuerdo con una ley lineal. 

4.14. Se pide lo mismo para vigas con voladizos. 

4.15*. Construir los diagramas Q y M. 

4:16*. Para las vigas representadas en Ja figura, construir los 
diagramas Q y M a partir de una carga de momento distribuida de 
card "uniforme ma; verificar la dependencia diferencial entre 

y M. 

4.47*, Para las vigas con charnelas, construir los diagramas 
Oy M. 

4.18. Determinar el esfuerzo cortante en la charnela y el momento 
Mector máximo. 
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Para ol problema 4.12 
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Para el Ea 443 Para el celo 444 Para el problema 4.45 


E Pis. 


Para el problema 4.46 
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Para el problema 447 


4.19. Determinar las reacciones en los apoyos. Construir los 
diagramas Q y M. Determinar el valor y el lugar del momento flector 


máximo. 
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Para el problema 448 Para el problema 449 


4.20. Construir los diagramas de los esfuerzos cortantes y de los 
momentos flectores de una viga sobre dos apoyos que soporía una 


carga distribuida linealmente. 
4.21. Construir los diagramas Q y M de una viga con voladizo, 
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Para el problema 4.24 


Para el problema 4.20 


4.22*. Una viga tiene como apoyo central una barra inclinada. 


Construir Jos diagramas N, Q y M de esta viga. 
3. La viga AC se sostiene por tres barras de apoyo. Determi- 


nar las reacciones en los apoyos y construir los diagramas N, Q 
y M de la viga. 
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Para ol problema 4.22 Para el problema 4.23 
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Para el problema 4.25 


76 


4.24*. Construir los diagramas N, Q y M de los: pórticos %). 

4.25%. Construir los diagramas WN, Q y M de los pórticos 1). 
En las variantes 4, 5 y 6 se da una¡carga tangencial distribuida 
uniformemente. cuya intensidad es igual a g. En la variante 7 se 
da una carga de momento distribuida uniformemente en ol plano 
del pórtico; la intensidad de esta carga es igual a m. 


$ 2. Módulos resistentes a la flexión 


4.26. Hallar los módulos resistentes 'a la-Jlexión respecto a los 
ejes principales 'z e y de las secciones representadas en la figura. 


Para el problema 4.26 


4.27, Detorminar cómo variará el módulo rosistonte de una 
sección cuadrada respecto al eje central horizontal z, si se hace girar 
la" viga a 90” alrededor de su eje. 


Para el problema 4:27 


4,28*. Calcular y comparar entro sí los módulos resistentes respec- 
Lo, al eje central horizontal de las tres secciones representadas on 
la figura. 


2) Aunque en el problema se da un anillo cerrado, como consecuencia 
de la asimotría de la carga, el problema se resuelve con ayuda de las ecuaciones 
le Estática. 
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4.29. Hallar la magnitud de y a la que se debe cortar los ángulos 
de una sección cuadrada para obtener el valor máximo del módulo 
resistente respecto al eje central horizontal z. ¿En qué por ciento el 
módulo resistente máximo superará al del cuadrado inicial? 


de 


Para el problema 4.28 Para el problema 4.20 


4.30. Calcular cuántas veces aumentará el módulo resistente de 
un rectángulo respecto al eje central horizontal, si se aumenta k ve- 
ces: a) la altura h, b) la anchura b. 

4.31. Calcular y comparar los módulos resistentes de las dos 
secciones representadas en la figura. 

4.32*. Calcular y comparar los módulos resistentes respecto 
a los dos ejes principales de dos secciones rectangulares debilitadas 
con recortes de áreas iguales. 

4.83. Determinar las dimensiones de una sección rectangular, 
cuya relación de lados es kh: b=2, una sección circular y una 
tubular con una relación entre los diámetros interior y exterior 
a =d/D = 0,9 de tal modo que sus módulos resistentes W., sean 
iguales al de la sección del perfil doble T N” 20. Comparar Jas áreas 
de las secciones obtenidas. 


iz 


Para el problema 431 Para el problema 4.32 Para el problema 4.34 
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4.34. Calcular los módulos resistentes principales de una sección 
compuesta por un perfil doble TN? 18a y dos perfiles U N* 10, 

4.35, Calcular los módulos resistentes W, de las secciones en cruz 
y tubular compuestas de angulares equiláteros como está represen- 
tado en la figura del problema 3.22. 


$ 3. Tensiones de flexión. Cálculo de secciones 


4.36*. Determinar la tensión normal máxima en la sección de 
una viga, si esta sección tiene forma de rectángulo de base 5 y altu- 
ra h. El momento flector en la sección es igual a M. 

4.37*. El momento flector M en la sección de una viga de acero 
(E = 2,1-40% MPa) es igual a 2,58 kN-m. Doterminar el radio de 
curvatura p del eje de la viga. Construir el diagrama de tensiones 
normales, La sección transversal de la viga es un rectángnlo: d X h = 
=3x 50m. 

4.38*, Dofínir la magnitud admisible Pay para una viga en 
doble Y N* 308. La tensión admisible [0] = 160 MPa. Viene dado: 


b=2m. 


Para el problema 4.38 


4.89. La viga consta de un perfil doble T N* 20. Determinar 
las tensiones normales en los puntos distantes de la capa neutral 
a 5 cm y 30 em, si el momento flector es igual a 15 kN «m. 

4.40. Determinar la tensión normal máxima en un tubo circular 
de diámetros exterior D = 5 cm e interior d = 4 cm, si el momento 
lector es igual a M=1,5 kN -m. 

4.41. Calcular la tensión normal máxima en una viga sobre 
apoyos articulados con un vano 1= 2 m sobre la que actúa una 
carga P = 15 kN en la soccción media. La viga está hecha de un 
perfil doble TN? 42. 

4.42. Seleccionar el número de un perfil doble T para la viga del 
problema anterior, si lo] = 190 MP: 

4.48*. Definir las tensiones tangencialos y normales máximas en 
una viga sobro apoyos articulados con un vano 1 = 1,3 m do sección 
rectangular d x h=4 X 6 cm que soporta en su sección media un 
momento concentrado Z = 7,2 kN=m. 

4.44. Una viga doble T N”16 de longitud 1 = 1,5 m, empotrada 
por un extremo, soporta una fuerza igual a 10 kN en el otro. Deter- 
minar las tensiones tangenciales y normales máximas en la sección 
más peligrosa de la viga. 
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4.45, Viene dado: Q =1 kN, M=1 kN -m, la sección de la 
viga es rectangular, b = 5 cm, h = 12 cm. Determinar las tensiones 
tangenciales y normales en la sección transversal de la viga a la 

distancia de 3 cm del eje neutro de la soc- 
ción. 

4.46. a) Delinir el espesor »h de un cordón 
de soldadura de una viga ote TT. El esfuerzo 
cortante. a sección dq la viga es Q= 

300 A Sonsión ¿dcialblo “on al mato” 
rial de la soldadura es igual a (1]=50 MPa. 

b) El cordón de soldadura continuo fue 
sustituido por otro discontinuo de espesor 
h= 1 em. La longitud de los tramos soldados 
es igual a 1 =4cm, Determinar el paso e de 
los tramos del cordón discontinuo. 

4.47. Seleccionar el número del perfil U 
según la tabla del surtido de perfiles lamina- 
Vara el problema 440 dos. La tensión admisible es lo] = 160 MPa. 

4.48. Calcular la sección rectangular de 
una viga con una razón de lados igual a d/h = 2/3. Viene dado: 
[o] = 10 MPa. 


-54N/m 2áNm 


Para el problema 4.47 Vara el problema 4.48 


4,49. Elegir el número de una viga de doble TY según el surtido 
de perfiles laminados. El momento floctor M = 10 kN «m, la Lonsión 
admisible lo] = 150 MPa. 

4.50. Determinar el diámetro de la sección transversal circular 
de una viga siendo la tensión admisible igual a [o] = 10 MPa. 

4.51. Calcular la sección cuadrada de una cartola de 1 ro de 
longitud cargada en su oxtremo con una fuerza igual a 1 kN, sí la 
tensión admisible es lo] =12 MPa. 

4.52. Resolver el problema anterior en el caso de un tubo cir- 
cular con una relación entre el diámetro interior y el exterior a. 
= d/D igual a 0,7 cuando [o] = 150 MPa. 

4.53*. Determinar la carga admisible para una viga de hierro 
fundido de sección triangular de altura k = 5 cm y ancho de base 
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Para el problema 4,50 Para el problema 4.53 


b = h si el factor de seguridad es igual a n = 3 y el límito de resis- 
tencia del hierro fundido a tracción es 9,17 = 200 MPa y acompre- 
sión es Orcomp = 1.000 MPa. La longitud de la viga os igual a 1 = 
=1m. 

4.54, Determinar los momentos flectores admisibles de :un per- 
fil de acero doble T N* 42 en los-dos-plaños principales de-la viga 
cuando [o] = 160 MPa. S 

4.55*. Calcular las dimensiones de las secciones de la forma 
indicada para el caso cuando la tensión máxima es igual a 9 = 
= 160 MPa. El momento flector M = 0,64 kN -m. Comparar los 
áreas de las secciones con ol área menor. ' 


rod pl] 


E) trbr yy o o 
Para el probloma 4.55 Para el problema 4.56 


4.56*. a) Un perfil doble T N? 60 está reforzado con bandas 
Bx 5 = 200 x 10 mm fijadas a sus alas con remaches de diáme- 
tro d = 2 em. Determinar el paso e de los remaches, Las tensiones 
admisibles son: la de tracción y compresión de las bandas [0] «= 
= 130 MPa; la de cizallamiento de los remaches [1] = 80 MPa, 
la de aplastamiento de los remaches, las bandas y el perfil doble T 
[9 api] = 250 MPa. El esfuerzo cortante Q en la sección de la viga 
es Igual a 300 kN. 

b) Los remaches se sustituyen por cordón de soldadura. Determi- 
nar el grosor h del cordón. La tensión admisible en el material de lo 
soldadura al cizallamiento es [1] = 50 MPa. 

e) El cordón contínuo se sustituye por uno discontinuo. Dotormi 
nar el paso e del cordón discontinuo, si su grosor es igual a 5 mm 
y la longitud es de 3 cm. 

4.57. Determinar el paso e de las chavetas en una viga en voladi- 
zo compuesta. La dimensión de una ohaveta es 60 x 70 mm. Las 
tensiones admisibles son: la de aplastamiento de la chaveta [0),p, = 
= 5,0 MPa, la de cizallamiento de la chaveta y la barra [1] = 1 MPa. 

4.58*. a) Una viga en voladizo se proyecta equirresistente a la 
flexión. Su sección transversal es rectangular de altura constante h. 
Definir la ley de la variación del ancho b = b (x) de la sección. La 
tensión normal máxima en cada sección de la viga debe ser igual 
a la admisible [o]. 

b) Resolver el problema cargando el extremo del voladizo con 
una fuerza concentrada P. 
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Para el problema 4.57 Para el problema 4.58 


4.59. Una viga en voladizo es de sección rectangular b Xi% 
(b es constante) y soporta una carga uniforme de intensidad q repar- 
tida en toda su longitud. ¿Según qué ley debe variar la altura h de 
la sección para que las tensiones normales máximas sean constantes 
a lo largo do la viga? 

4.60. Determinar el valor admisible de la carga P que actúa 
sobre una ballesta cuando [o] = 300 MPa. La sección de la hoja 


esbXxt=10Xx 4 em; el número de hojas es n = 6. 


Para el problema 4.60 


$ 4. Vigas de paredes delgadas. Centro de flexión. 
Tensiones principales 
4.61*, a) Construir el diagrama de tensiones tangenciales 1 de 
la sección transversal de una viga de perfil en doble T. El esfuerzo 
cortante en la sección es igual a O = 20kN. 


Para el problema 451 


b) Construir el diagrama 1 de un perfil en doble .P con-alas 
inclinadas que soporta flexiones en los planos. horizontal y vertical.: 
El grosor t de las paredes es constante, 

4.62. Construir el diegrama do tensiones tangenciales de flexión 
+ de un perfil en U que soporta una carga vertical, si Q =3 kN. 
Hallar el centro de flexión. Las dimensiones están dadas en mm. 
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Para el problema 4.62 Para el problema 4.83 


4,63*. Construir el diagrama de tensiones tangenciales: a) de una 
viga en voladizo de paredes delgadas de perfil angular cargada en 
el extremo con una fuerza P, b) lo mismo para una viga de sección 
tubular. 

4,64". Determinar las tensiones tangenciales en una viga do 
sección tubular de paredes delgadas quo posee trancaniles Jongitu- 
dinales equidistantes entre sí cuyas áreas de secciones 7 son iguales. 
Al hacer los cálculos considerar que las paredes no perciben tensiones 
normales en la sección transversal de la. vi 
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Para ol problema 464 Para cl problema 4.65 


4.65". Determinar la posición del centro de flexión de una viga 
do paredes delgadas de perfil abierto que representa de sí el arco 
de una circunferencia. 

4.66*. Construir el diagrama de tensiones tangenciales de la 
sección de un tubo circular de páredes delgadas en flexión. 
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4.67*. Construir el diagrama í de una sección con paredes incli- 
nadas que se encuentra en flexión. 
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Para el problema 4.67 


4.68*. El esfuerzo cortante on la sección de una viga on doblo 
T N* 46 es igual a 20 kN. Determinar las tensiones principales en la 
capa neutra. 

4.59. Para las condiciones del problema anterior, determinar 
las tonsiones principales en la pared de la viga a 5 cm do distancia 
de la capa neutral. El momento flector en la sección es igual 
a 20 kN-m. 

4.70. Una viga en voladizo está compuesta de dos vigas encoladas. 
El límite de resistencia de la cola al cizallamiento cs tr = 0,5 MPa- 
Doterminar la carga admisible P de acuerdo con la resistoncia del 
encolado, considerando que el factor de seguridad es igual a mn; = 2. 
La unión se considera rígida. 
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Para-ol problema 4.70 Para ol problema 4.74 


4.71*. Una viga está compuesta de dos barras unidas entro sí 
rígidamente en toda la superficie de contacto. El módulo de olasti- 
cidad del material de la barra superior es dos veces mayor que el del 
material do la barra inferior: E, = 2£,. Construir el diagrama de 
tensiones normales o en la sección transversal de la viga compuesta. 
El:«momento flector en la sección es igual a M. 

4,72*. Doterminar-las tensiones principales a una distancia r/2 
del eje neutro de un tubo de paredes delgadas de radio r. El momento 
¡lector y el esfuerzo cortante en la sección transversal del tubo son 
iguales a M y Q. El espesor t de la pared del tubo, en comparación 
con su radio, es. pequeño. 


84 


$ 5. Cálculo según el estado límite '. » » 


4.73*. Una viga de longitud 1= 1 m de sección triangular, 
apoyada en sus extremos, soporta en el plano de simetría una carga 
uniformemente distribuida. Hallar la intensidad límite 9um de la 
carga, si el límite do fluencia del material es igual a 07, = 240 MPa. 
Comparar el resultado con la carga gr, correspondiente al caso en 
qué“la tensión alcanza el límite de fluencia 0, solamente en el punto 
superior de la sección. 
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Para el problema 4.73 Para el problema 4.77 


4.74*. Hallar el momento flector máximo de una viga de acero 
de perfil en doble T laminado estandartizado N* 20. Considerar el 
límite de fluencia igual a 240 MPa. 

4.75*, Determinar el momento flector admisible de la viga del 
problema "anterior considerando que el factor de seguridad es igual 
a ny = 4,5. Comparar este momento con el momento flector admisi- 
blo calculado de acuerdo con la tensión admisible en el punto peli- 
groso com:el mismo factor de seguridad. 

* 4.76. Comparar el valor del coeficiente kim del incremento de la 
capacidad de carga de cálculo al pasar del cálculo según las tensio- 
nes admisibles al cálculo según las cargas límites, obtenido en el pro- 
blema anterior, con el valor de km para secciones circular y cuadra- 
da. ¿De qué modo se caracteriza la racionalidad de la forma de la 
sección por el valor de kim? 

4.77%. Hallar la posición del eje neutro de una viga de sección 
doble T en éstado límite. 

4.78. Para la sección 'T representada en la figura del pro- 
blema 4.77 calcular, según el estado límite, la magnitud b por los 
datos siguientes: momento flector M = 1 kN-=m, 071 = 240 MPa, 


a =4,. y 


e > Tomar el diagrama de tracción —compresión de Prandtl (sin ccnsolida- 
ción). 
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$ 6. Estructuras plano-espaciales» 


4.79*. Un voladizo rectangular horizontal soporta en su extremo 
una fuerza horizontal P. Construir los diagramas M, Myor y O. 
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Para el problema 4.79 Para el problema 4.80 


4.80*, Construir los diagramas de momentos flectores M y de 
momentos torsores “Mor de: a) una estructura cuadrada, b) una 
estructura de forma rombal *). 

4.81*, Detorminar el momento flector en la sección de un anillo 
que senora un momento torsor distribuido uniformemente de inten- 
sidad m. 

4.82*. Construir los diagramas M, Mor y Q de un anillo dispuesto 
horizontalmente y cargado verticalmente con cuatro fuerzas P 
concentradas e iguales. 
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Para el problema 4.81 — Para el problema 4.82 Para el problema 4.83 


4.83*. Construir los diagramas M, Mior y Q de un anillo que 
roca una carga de intensidad g repartida uniformemente por el 
anillo, 

4,84*, Domostrar que en una estructura plano-espacial curvilí 
nea, en ausencia de una carga de torsión distribuida, la derivada del 
momento torsor respecto al ángulo central .es igual al momento 
flector... j ' 

4.85*, Construir los diagramas de los momentos torsores y fleo- 
tores, así como delos esfuerzos cortantes de un voladizo circular con 


2) Bajo osto título condicional se tienen en cuenta las estructuras planas 
cargadas perpendicularmente a sus planos. Aquí so examinan solamente proble= 
mas estáticamente determinados. Los problemas estáticamento indetorminados 
se estudian en el cap. 5. 
Aunque se examinan estructuras cerradas, a causa de la simetría de la 
a. los problemas se rezuolven; por los métodos de la estática, igual que los 
problemas “4.81—4.83, 4.85 y 4.87. 
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el ángulo central igual a 90? cargado con una fuerza concentrada P 
y un momento concentrado L. 


Para el problema 4.85 Para el problema 4.56 


4.86*. Construir los diagramas de los momentos torsorés y. flevto- 
res, así como de los esfuerzos cortantes de un anillo cargado simétrica- 
mente con cuatro momentos concentrados £ los cuales:se ¡equilibran 
mutuamente, » 

4,87. Construir los diagramas de los momentos flectores M' 
y torsores Mor, así como de los esfuerzos cortantes Q. 
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CAPITULO 5 


DESPLAZAMIENTOS EN VIGAS Y ESTRUCTURAS 
SOMETIDAS A FLEXIÓN 


$ 1. Vigas de secciones constantes estáticamente 
determinadas 


5.1*. Obtener las expresiones del ángulo de giro 0 (=) y dela fle- 
cha v (z) enla sección situada a una distancia z del extremo izquierdo 
de una viga en voladizo y obtener los valores de O y v en el extremo 
libre de la misma. 
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Para el problema 5.4 


5,2, Determinar la flecha en el extremo de un voladizo de dura- 
luminio (fig. 11 del problema 5.1) de perfil en U Pr. 108 N*3 (Y = 
= 1,185 cm*). La longitud del voladizo es 1= 50 cm, E =7,5 X% 
x 10 MPa, P = 150 N, 
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5.8*. Obtener la expresión del ángulo de giro de la seccióm 
0 (2) y de la flecha » (2). Determinar O y v en el centro del vano y los 
ángulos de giro 8, y 8 y en las secciones extremas. 
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Para el problema 5.3 

5.4. Determinar la flecha en el centro de la viga de duraluminio. 
(la fig. 44 del problema 5.3) hecha de perfil en U con las alas refor- 
zadas Pr. 107 N* 5 (Y = 2,365 cm4). La Jongitud do la viga es ¿= 
=50 cm, E 5.10% MPa, P =0,8 kN. 

5.5. Determinar la flecha en el centro de una viga que soporta: 
una carga uniformemente distribuida (fig. 13 del problema 5.3). 
La sección de la viga es rectángular; b= 10 cm, »= 20 cm, ¿== 
=3m, E =10' MPa, q == 4 kN/m. 

5.6. Hallar la flexión en el centro de la viga y los ángulos de giro. 
en Jas secciones extremas (fig. 1 del problema 5.3). La sección de Ja. 
viga es circular; d = 2cm,1= 14m, E == 7-10'MPa, L = 100N «m. 

5.7*, Elegir el número del perfil en U de acero a partir de las 
condiciones de resistencia y rigidez. La tensión admisible es [0] = 
= 160 MPa. La flecha admisible es [/) = 1/400. Comparar los pesos 
de la viga obtenidos según las condiciones de resistencia y de rigidez; 
E = 2-10 MPa, l=2 m. 

5.8. Una ménsula de madera de sección rectangular y de lon- 
gítud l= 2 m soporta una carga continua uniformemente distri- 
buida q = 2 kN/m. Considerando que la altura de la sección de la 
ménsula es igual a 20 cm, determinar el ancho b de la sección, si la. 
flecha no debe ser mayor de 1/400; E = 1,2-10* MPa. Controlar la 
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«tensión. Determinar el ancho b de la sección, basándose on la condi- 
«ción de resistencia y considerando [0] = 10 MPa; definir en cuánto 
sorá más ligera la ménsula en el último caso. 

5.9. a) Determinar la flecha en el extremo de la viga en voladizo, 
si el módulo de elasticidad del material es igual a £ = 1,2-10* MPa, 
1 = 3 m, b) determinar ol ancho 5 de la viga basándose en la condi- 
ción de que la flecha no sea mayor de 1/20. Definir b a partir de la 
«condición de resistencia, considerando lo] = 15 MPa. 
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Para ol problema 5.7 Para el problema 59 — Para el problema 540 


5.10*. Escribir la expresión de la flecha y del ángulo de giro 
en el extremo de la ménsula, teniendo en cuenta que el empotramien- 
«to puedegirar a un ángulo pequeño y (véase la figura). 

5.11*, Determinar el Jugar de la viga en el que la flecha es máxi- 
ma Unix. Escribir la expresión de Vmax. Compararla con la flecha 
en el centro de la viga, 

5.12*, Determinar las flechas y los ángulos de giro en los apoyos, 
-en el centro de la viga y en los puntos de aplicación de las fuerzas P. 
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Para el problema 5.11 Para el problema 5.12 Para el problema 5.13 


5.13, Construir los diagramas Q, M, 0 y v. 

14, Determinar el punto de inflexión del eje de una viga defor- 
¡mada y los ángulos de giro de las secciones de la viga junto al apoyo 
izquierdo (A) y en el punto de inflexión. Viene dado: L, = 2£,. 

5.15. Un tubo circular de duraluminio de sección 50 X 44 mm 
«está dispuesto horizontalmente:sobre dos apoyos. Determinar la luz 
admisible máxima 1 basándose en las condiciones de que la flecha 
«debida; al peso propio no resulte mayor de 1/200, El peso específico 
«del material es y =2,6-10* N/m*. El módulo de elasticidad es 
E =7,5:10* MPa. 

5.16. AVaplicar la carga P = 4 kH en el centro de una tabla de 
pino que descansa libremente sobre dos apoyos, ha sido medida la 
4locha bajo la carga resultando aquella igual a f = 2,00 mm. Dotermi- 
.iar el módulo de elasticidad del material. 

5.17. Sobre una viga de. acero en- doble T actúa una carga distri- 
¿buida uniformemente. Determinar la intensidad g de la misma, si por 
medio de una medición ha sido establecido que la tangente al eje 
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«de la viga deformada forma, en el extremo de ésta, con el eje Oz un 
:ángulo 0 (0) =6,49-10-2. Considerar E += 2-40* MPa. 
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Para el problema 5.14 Para el problema 516 Para el problema 5.17 


5,18*. Determinar la flecha de la viga en el punto B de su eje 
y el ángulo de giro en la sección A 

5.19*, Determinar la flecha y el ángulo de giro de la viga en 
la sección C. 
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Para cl pe da 548 Para el problema 5,19 


5.20. Determinar la flecha de la viga en los puntos C y D de su 


eje. 
5.21. Hallar la flecha do la viga en el punto C. 
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Vara el problema 5.20 Para el problema 5.21 


5.22*. Hallar el giro de la sección B respecto a la sección A de 
la viga, así como la flecha en el punto B. 

5.23. Determinar las flechas y los ángulos de giro de la viga en 
los extremos de los voladizos A y C. 
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Para el problema 5.22 Para el problema 5.23 
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5.24*. Componer las expresiones de 0 (z) y v fz). Hallar los 
valores de O y v en el centro del vano (82 y vc) y en el extremo del 
voladizo (0p y Up), así como 8 junto a los apoyos (04 y On): 
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Para el problema 5.24 


5.25. Construir los diagramas de los ángulos de giro € y de las 
flechas v; E = 2:10 MPa, J =9-10* cm, 

5.26. Determinar las flechas y los ángulos de giro de una ménsu- 
Ja en las secciones donde tiene aplicadas las cargas; E = 10* MPa, 
T=16:10% cm, 

5.27. Determinar el radio de curvatura de la parte media de la 
viga, La sección transversal de ésta es un cuadrado cuyo lado es 
igual a 2,5 cm; E =2-10% MPa. 
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Para el problema 5.25 — Para el problema 526 — Para el problema 5.27 


5.28. Determinar la flecha en el centro de la viga. 
5.29. Doterminar los ángulos de giro junto alos apoyos (véase 
la fig. del problema 5.285, b). 


Na 


Para el problema 5.28 Para el problema 5.30 

5.30. Una viga de duraluminio compuesta de dos angulares pren- 
sados Pr. 100 N* 13 (véase la tabla 10 del anexo) soporta la carga 
representada en la figura. Determinar la flecha v.enel centro dela 
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Yiga; E =7,5+10* MPa. ¿Cuál dobe ser el momento do inercia do 
la sección dela viga para que la flecha D.neg no sea mayor de 1/200? 

5.81. Basándose en el principio de composición de la acción de 
las fuerzas, comparar las flechas en el punto medio del vano de vigas 
iguales a-—e. Dofinir cuántas veces la flecha máxima de la viga 
a es mayor que la flecha máxima do la viga c. 


PA p 


E 4 144 
E Ei] 
1) 2 y 
rn 9 e 
¿ ps 
d 


Para el problema 5.34 


5.32*, Construir los diagramas 6 (x) y v (x) de una ménsula de soc- 
ción constante. Calcular 9 (0) y v (0). El momento de inercia de la 
socción transversal de la mónsula os J = 4-10! om; E = 2-10 MPa. 


M0)=8 LN ma 


Para el problema 5.32 


5.33. Una viga que descansa sobre dos apoyos está compuesta do 
dos angulares con un momento de inercia total de la sección compues- 
ta igual" aJ =7,5 cm*, Unos soportes de altura h = 1 m están rígi- 
damente fijados en los extremos de la viga. Determinar el acerca- 
miento $ de los extremos m y n de los soportes como resultado de la 
acción de una carga de intensidad g = 1,50 kN/m distribuida unifor- 
memente a lo largo de la viga; 1 = 1,5 m, E = 7,5-10* MPa. 

5.34*, El extremo izquierdo de una barra de madera de sección 
cuadrada igual a 20 X 20 cm descansa sobre el apoyo fijo 4. El 
extremo derecho de la barra está suspendido por medio de una barra 
de acero de sección F = 2,5 cm?. Escribir las ecuaciones de los 
diagramas de los ángulos de giro 8 y de las flechas » de la barra. 
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Determinar la flecha máxima, así como las flechas en el centro del 
vano y en el punto B. 


Para el problema 5.33 


Para el problema 5:34 


5.35. Determinar los ángulos de giro de los extremos. 
5.36. Determinar los ángulos de giro de los extremos y la flecha 
en el centro do la viga. 
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Para el problema 5:85 
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Para el problema 5.36 


87. Una viga de.acero está cargada en los extremos con-los 
momentos M, = 10 kN «m y M y == 20 kN -m y on el vano con una 
carga linealmente distribuida. Hallar el ángulo de giro 9 (0) del 
extremo A y la flecha v (0,5 1) en-el punto medio del vano: E = 
= 2,2-108 MPa, J.=2-10% cm*, 
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5.38. Escribir las expresiones de 0 (1) y v (z) para todos-los tra= 
mos del vano. 
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Para el problema 5.37 Para el problema 5.38 


5.89, Determinar las flechas en los' extremos de log voladizos; 
E =2-10% MPa, J =300 em', a 

5.40. La figura presenta los diagramas de los momentos Sectores 
construidos para vigas de sección uniforme; J=25 cmt, E = 
= 2:10 MPa. 
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Pora el problema 5,39 Para el problema 5,40 


a) Construir el diagrama de las flechas de la viga, si se sabe 
que en la sección A la flecha y el ángulo de giro son iguales a cero. 

b) Determinar el ángulo de giro de la sección C de la viga, si 
las flechas en las secciones A y B son mulas. 

5.41. Un disco de diámetro D = 1,4 m está fijado en el extremo 
libre de una ménsula que representa de sí un tubo de acero de 
longitud 1= 1,5 m. Una carga P =1 kN está suspendida en el 
punto C situado en el extremo del diámetro horizontal del disco. 
Hallar el descenso f del punto C como resultado de la acción de la 
carga P, si E = 2,2+10% MPa, G = 8,5-10* MPa. 

5.42. Determinar el desplazamiento de la charnela C. 

Leñúm 
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Para el problema 5.41 Para el problema 5.42 
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5.43. Determinar el ángulo de giro del extremo 4 de la viga, 
£ 


y 
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Para ol problema 5.43 


5.44. Determinar los ángulos de giro y la flecha en la charnela A. 
5.45. Determinar los ángulos de giro y las flechas en las sec- 
<iones B y C del problema anterior. 
5.46. Determinar el área limitada por el eje z y el ejo de la viga 
deformada en el plano de flexión. 
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Para el problema 5,44 Para el problema 5.46 


5.47*, Una barra delgada de longitud 1 se dobla elásticamente 
ttormando una circunferencia y sus extremos se unen suavemente, 
Determinar el momento flector en la barra. 

5.48*. Para una viga de longitud 1 articulada en sus apoyos, 
cargada en sus extremos con momentos iguales M (flexión pura), 
hallar la flecha máxima %meg, los ángulos de giro 0, y Op en los 
extremos, así como ol desplazamiento A del apoyo móvil. Compa- 
rar la solución aproximada con la exacta. 

5.49, Determinar la flecha máxima y el ángulo de giro de una 
ménsula elástica de sección constante que soporta en el extremo 
libre un par de flexión de momento L = 5,63 N=m, 1= 50 om, 
EJ =5N-w?. 

5.50, Determinar la flecha en el extremo de un voladizo teniendo 
en cuenta la deformación de cizallamiento (k = 2,9). 
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Para el problema 5.30 Para el problema 5.54 


5.51. Doterminar laflecha on el contro de una viga de acero de pare- 
des delgadas y el ángulo de giro en el extremo, teniendo en cuenta la 
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doformación de cizallamiento de la pared y considerando que la 
estabilidad de ésta está asegurada; Y = 500 cat, y =03, E= 
= 2-105 MPa. 


Flexión de vigas a causa del calentamiento 


5.52*. Hallar la flecha f en el centro del vano y el ángulo de 
giro 0,, en el extremo de una viga de longitud Z con apoyos articula- 
dos al calentar ésta por abajo a 1? Considerar que la tómiperatura 
disminuye línealmente por la altura do la sección de la viga. El 
coeficiente de dilatación térmica del material es igual a a. 
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Para el problema 5.55 


5.53. Hallar la flecha f en ol centro del vano y los ángulos de 
giro 0, y On en los extremos de la viga del problema anterior al 
calentar una mitad de la viga. 

5.54. Hallar la flecha / en el centro del vano y los ángulos do giro 
8, y 0 y en los extremos de la misma viga, si so calienta c) tramo a 
de ésta (cerca del apoyo 4). 

5.55%. Para una viga quo se calienta por abajo o por arriba en 
toda su longitud o en parte de ella, construir los diagramas do las 
flechas y de los ángulos de giro (la temperatura varía linealmente por 
la altura de la sección). 


$ 2. Vigas de sección variable 


5.56*, Dotorminar los ángulos de giro y las flechas en las seccio- 
nos A y B de una viga con tramos de rigideces diferentes. 
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Para ol problema 5.58 


5.57. Determinar las flechas en las secciones C y E de una viga. 
Los momentos de inercia son /, = 6550 cmt, Y, —= 12 430 cm, el 
módulo de elacticidad es E = 2-10 MPa. 

5.58*. Una mónsula de sección variable de longitud 1 =8 m 
está sometida auna carga de intensidad g = 1,20kN/m distribuida uni- 
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Para el problema 5.57 Para el problema 5.58 


formemente. El momento de inercia J de su sección varía continua- 
mente; los valores de J en distintas secciones de la ménsula (com 
intervalos de 1 m) se dan en la tabla: 


z,m To 1 2 3 4 5 6 


J, cms | sos 38-409 26-109 47,1-10% 40,7:10% 5,6-10% 3,4-10% 


ES 


Construir los diagramas de los ángulos de giro 6 y de las flechas 
v de la ménsula; E = 10% MPa, 

5,59, Demostrar que una ménsula de ancho constante equirresis- 
tento a la flexión y cargada uniformemente tiene forma de cuña. 
Hallar la flecha máxima de la mensvula y compararla con la flecha 
de una ménsula de sección uniforme. 


Para el problem: 


55 Pura el problema 5.60 


5.60. Una ménsula de so 


ción rectangular tieno una relación 
entre la altura y el ancho de 1 : 2. La altura h de la sección varía de 
acuerdo con la ley: h (2) = 0,05 (1200 — 2), donde z y h(z) se 
miden on centímetros. Construir los diagramas de 0 y v. El módulo 
de olasticidad es E = 10% MPa. 

5.61*. Determinar la flecha yy o el ángulo de giro Ox de una 
viga de sección circular variable (tómese por ley de la variación del 
diámetro una de las sieto variantes de la tabla), Para eso: 


O 
d (2)=de (141371) 5 |d=4 (+00 
2(2)=d0 114 V EF) 6 [d()=d (14/21) 


2(2)=de (14-270 7 [4()=3 143 
d()=d (14/00) 


PS 


a) escribir la integra] de Mohr del desplazamiento incógnito 
usando la yariablo adimensional 2/1= t; 

b) considerando q = 2,1kN/m (o P = 0,524 kN, L =0,76kN -m), 
1 = 1,53 m, d, = 2,4 cm y E =2,1-10% MPa, hacer el. programa 
en ol lenguaje fortran-4 para calcular ol desplazamiento en ordena» 
dor; 

e) una vez hocho el cálculo, copiar de la tarjeta el valor[del des- 
plazamiento buscado y compararlo con lo obtenido para una viga 
de sección uniforme: 1) con el diámetro da y 2) con el diámetro d (). 


7. e 


Para el problema 5.61 


5.62. Determinar la flecha dy 4x de una ballesta hecha en forma 
de barra de resistencia igual a la floxión y cargada con una fuerza 
igual a10 kN. El vano de la ballesta es igual a 1 = 80 cm. El número 
do hojas es n = 6. El espesor de las hojas es £ = 0,75 cm; el ancho, 
b=7 cm. El módulo de elasticidad del material es E =2,1 X 


x 105 MPa, 


| PRIOkN 


¿=800 


Para el problema 5.62 Para el problema 5.63 


5:63. Una hallesta se compone de 10 hojas de ancho b = 7,5 cm 
y espesor t = 10 mm. El vano de la ballesta es igual a 1 =4m. La 
tensión admisible, lo] = 400 MPa; £ = 2-10* MPa. Determinar la 
especiana 30 carga de la ballesta y el valor de la flecha en el centro 
dél vano. 
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$ 3. Vigas estéticamente indeterminadas 


5.64*. Una viga de duraluminio de longitud 1 = 1 m de sección 
en U (Pr. 106 N* 15; J = 34,56 cm, W = 9,87 cm ?) está suspendida 
con tres tirantes de acero de longitud k = 1 m y de sección trans- 
versal igual a 0,1 cm*. La viga soporta una carga P = 5 kN aplicada 
a su centro. Determinar los esfuerzos en los tirantes y Ja tensión 
máxima a en la viga; Ego = 2,1 10% MPa, Equr = 7-10 MPa. 


Para el problema 5.64 — Para el problema 5.86 Pi 


el problema 587 


5.65*. Resolver el problema anterior suponiendo que: a) la viga 
es absolutamente rígida, b) los tirantes son rígidos y la viga os 
elástica. 

5.66. Determinar el ángulo de giro O», ol momento flector Ma 
y las reacciones V, y V y provocados por el momento L. 

5.67*. a) Determinar los momentos lectores Ma y Mp en los 
extremos A y B de una viga con los extremos empotrados, si el 
ompotramiento derecho es girado alrededor del punto B a un ángulo 
On. b) La viga AB está empotrada en ambos extremos y no soporta 
carga alguna. El empotramiento derecho B de ésta ha efectuado 
un desplazamiento do traslación hacia abajo a una distancia A. 
Determinar los momentos Ma y M y en los empotramientos. 

5.68. Determinar la tensión normal máxima en una viga empo- 
trada en un extremo y apoyada libremente en el otro, 

5.69. Construir los diagramas Q y M. 


SON EZ 
1 PEE 
o br Z808) 
Para el problema 5.68 Para el problema 5.69 


5.70*, Construir Jos diagramas de los momentos flectores y de- 
terminar las flechas en el punto de aplicación de la fuerza, en el 
centro del vano, y la flecha máxima de unas vigas empotradas en 
un extremo y apoyadas articuladamente en el otro. 

5.71. Lo mismo para vigas empotradas en ambos extremos. 
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Para ol problema 5.71 
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5.72. Una viga de dos vanos iguales está cargada con uná fuerza 
concentrada en el centro de uno de los vanos. Construir el diagra- 
ma M, 


: 
¡AFA TES 
e. 3 £g0 ¿ 
obs guta" 
L do L 
ES ¡Le 


Para el problema 5.72 Para el problema 5.78 


5.73. Construir los diagramas Q y M. 

5.74. En el problema anterior se pide determinar ol ángulo de 
giro de la sección sobro el apoyo 2. 

5.75. Dos vigas de longitud 1 = 1 m cada una, fabricadas de un 
mismo material están unidas mediante una barra vertical en sus 
puntos medios. Determinar el esfuerzo S en la barra vertical (la 
deformación de ésta se desprecia). Los momentos de inercia de las 
secciones de las vigas son: de la viga superior Y, = 12,56-10* cm*, 
de la inferior J¿ = 5,44-10% cm*. 


qustnñn 


Y 
be 
z 
L) 
L q 
Para el problema 55 Para el problema 5,76 


5.76. Dos ménsulas hechas de tubos están unidas por la barra AB. 
La sección del tubo superior es igual a 90 x 82 mm, la del tubo 
inferior, 100 x 90 mm. Las longitudes de las ménsulas son l, =4m, 
1 = 1 m. La intensidad de la carga es q = 1,5 kN/m. Doterminar el 
esfuerzo S en la barra AB (durante el cálculo, despreciar su defor- 
mación). El material de los tubos es el mismo. 

5.77. En el problema anterior se pide doterminar la flecha en 
el extremo de la ménsula superior y la tensión máxima en ella. La 
ménsula está hecha de acero al cromo-manganeso-siliceo; su módulo 
es E = 2,1-10% MPa. 

5.78*. Dos vigas cruzadas de longitud 1, y la están cargadas en 
el lugar de cruce con una fuerza P. Hallar la distribución de la 
carga entre las vigas. Los momentos de inercia de las secciones de 
las vigas son respectivamonto iguales a J, y J2. El material de las 
vigas es el mismo. 
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5.79*. Construir los diagramas de los esfuerzos cortantes y de 
Jos momentos flectores. 


Para ol problema 5.78 Para el problema 5,79 


Calcular Ja viga de acero en doble T y seleccionar el perfil de 
acuerdo con el surtido, Determinar los ángulos de giro de las seccio- 
nos sobre los apoyos, así como la flecha en el centro del vano 1—2. 
Considerar (o] = 140 MPa y E = 2-10* MPa. 

5.80. Construir los diagramas de los momentos flectores y de los 
esfuerzos cortantes, determinar las reacciones en los apoyos, trazar 
aproximadamente Jas deformadas de las vigas y marcar la posición 
de los puntos de inflexión. 


10h: TOA 
OEM |70ew ni (Cd 
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Para el problema 5.50 
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5.81. Una viga continua de sección constante con vanos iguales 
está cargada en un extremo con un momento L. a) Construir el dia- 
grama de los momentos flectores, suponiendo que el número de vanos 
do la viga es sumamente grande. b) Construir el diagrama de momen- 
tos de una viga de tres vanos; compárar la solución con la del pro- 
blema anterior. 


4 ¿ 
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Para el problema 581 


Calentamiento de vigas continuas 


5.82*, Construir el diagrama de los momentos flectores de una 
viga calentada a 1”: a), 5) por arriba a lo largo de la viga, c) por 
abajo en el vano izquierdo *). 


0 rsresy 
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Para el problema 5.82 Para el problema 5.83 


5.83*. Para una viga de sección bisimétrica calentada por abajo 
a 1* se pide determinar la tensión normal máxima y construir el 
diagrama do flechas *). 

5,84. Construir los diagramas de flechas de vigas que se calientan 
uniformemente por abajo a lo largo de toda la viga o a lo largo de 
un vano 3). 

5.85. Para una viga que se calienta uniformemente por abajo *) 
se pide determinar el momento flector máximo, la flecha máxima 
y el ángulo de giro en la sección sobre el apoyo 2. 

5.86. Determinar el esfuerzo S en la barra AB durante su calenta- 
miento a t = 60”: a) teniendo en cuenta la deformación por com- 
presión de la barra y b) sin tenerla en cuenta. La barra AB es un tubo 


1) Considerar que la temperatura varía con la altura de la sección line: 
mente, 
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Para er vroblema 5.85 Para el probloma 5.86 


de duraluminio de sección 18 X 17 mm (E =7,5-10* MPa) y de 
longitud h = 60 cm. La ménsula y la viga están hechas también 
de tubos de duraluminio de secciones iguales respectivamente 
a 55 X 50 mm y 65 x 59 mm; el vano de la viga os ¿=4 m. El 
coeficiente de dilatación lineal del material durante el calentamiento 
es igual a a =2,5-10 4/K. 


Consideración del asiento y de la elasticidad 
de los apoyos 


5.87*. a) Determinar la reacción on el apoyo elástico, si su capaci- 
dad do asiento *) es igual a e; 5) construir ol diagrama M (las capaci 


» Llómase capacidad de asiento de un apoyo elástico al asiento de éste 
ajo la acción de una fuerza igual a £ N; la capacidad de asiento se mide en 
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dades de asiento de los apoyos son iguales); c) hacer lo mismo en el 
caso de calentamiento por abajo del vano central cuando £= 
(101 EJ). 


e 
EJ 
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Para el problema 5.87 


5.88*. Una viga continua de longitud 1 = 2 m, hecha de un tubo 
de duraluminio de sección 65 X 62 mm, tiene dos apoyos rígidos 
ne los extremos y un apoyo elástico en la parte media. ¿Cuál debe 


Para ol problema 5.88 


ser la capacidad de asionto e del apoyo central para que el momento 
flector on el apoyo medio do la viga sea igual a cero? E =7,5 Xx 
x 10! MPa. 


.89*, Construir el diagrama M teniendo en cuenta el asiento 
del apoyo 1 a A; = PP/96 EJ). 


y 
df — -= 
y 
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Para el problema 5.89 Vara el problema 5.90 
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Vigas de sección variable 


5.90*, Construir los diagramas de los momentos flectores de 
vigas con tramos de diferentes rigideces. 

5.91*. Construir el diagrama de los momentos flectores de una 
viga de sección variable escalonada (cada vano es de sección cons- 
tante) Y: Ja: 3334, =4:2:3:25. 


q=2aM/m 
qna 7 


anz% 43% 
EZ dÓA Gem NS a a872m 
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Para el problema 5.91 


ER 39 


2E:N/m. 
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Para el problema 5.92 


5.92. Construir el diagrama M. El momento de inercia de la 
sección de la viga en el vano 2—3 es dos veces menor que en las otras 
partes. 
$ 4. Cálculo según el estado límite 

5.93*. Hallar el valor límite P ¡sm de la fuerza P correspondiente 
al nonenta flector límite Mim en todas las charnelas plásticas *) 
posibles, 


a Pp 
ES | E 
Ha a A 


Para el problema 5:93 


1) Admitir el gingrama. tracción —compresión de Prandtl 
miento). La forma de ión y la magnitud gn se consideran dadas. 


108 


5.94. Hallar la carga límite Pim en función, de la distancia x 
a partir del apoyo derecho. Determinar el valor de z correspondiente. 
ala capacidad portante mínima de la viga; determinar P ¡ym mínimo. 


¡TEE 
A q 
o 
7) CTA 3 

á Ai 17 
Y 
0 

L 


Para el problema 5:94 Para el probloma 5.95 


5.95. Hallar la carga límite Qum y el lugar del momento 
flector máximo en ol vano AB. 
5.96*. Hallar la carga límite Pim en el vano 1—2 de una viga 


continua. 
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Para ol problema 5.96 Para el problema 597 


5.97. Hallar la carga límito gq on el vano A — B de una viga 
continua. 


$ 5. Vigas sobre base elástica 

5.98*, Una viga (un riel tipo IIA, J = 1223 cm*, W = 180 cm*, 
E = 2.40% MPa) de longitud 1= 15 m descansa sobre una base 
elástica continua y está cargada con una fuerza concentrada P = 
= 100 kN en ol centro. La rigidoz de la base es k = 30 MPa. Cons- 
truir los diagramas de las flechas y los momentos flectores. 


805 805 880 872 894 
1460 1430 1430 1460. 


Para el problema 5.95 Para el problema 5.99 


5.99*. El riel (véase el problema anterior) soporta cinco fuerzas 
concentradas de Ja presión de las ruedas de una locomotora. Deter- 
minar la tensión en el riel debajo de la rueda medía. 

5.100*. En el problema anterior se pide determinar la tensión 
en la sección del riel debajo de la quinta rueda. 

5.101*, Un pontón de acero que tiene forma de un paralelopípedo 
rectangular y de longitud 2 = 10'm y de ancho B = 3 m está cargado 


Para el problema 5.401 


con una fuerza concentrada P = 200 KN sobre su eje a una distancia 
a = 6 m de la proa. Determinar los calados v, y 1, del pontón y cons- 
truir el diagrama de los momentos flectores. El momento de iner- 
cia de la sección es J == 10% cm*, El peso específico de) agua es y = 
40 kN/m'. 
.102%, Resolver el problema 5.98, si el riol es de longitud 


$ 6. Torsión restringida de barras de paredes delgadas 
de perfil abierto 


5.103*. Construir los diagramas do los ángulos do torsión «p, 


de los bimomentos 3, de los momentos torsores M y M de las torsio- 
nes restringida y libre de una barra de acero de sección doble T y lon- 
gitud 1 = 150 cm que soporta la carga de un momento torsor con- 
centrado. Las secciones extremas de la barra no pueden girar en sus 
planos, pero poseen la posibilidad de deplanación. Los módulos de 
elasticidad son E = 2,1-10% MPa, G = 8-10* MPa, 


Para el problema 5.103 


5.104*. Basándose en los resultados del probloma anterior, se 
pide determinar las tensiones normales y y las tangenciales 7 y Y máxi- 
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mas, de la torsión libre y la restringida en la sección transversal 
de una barra. Construir el diagrama de las tensiones tangenciales 
de la torsión restringida. 7 

5.105*, Resolver el problema 5.103 para el caso cuando los 
extremos están completamente empotrados. 

5.106*, Construir el diagrama de los bimomentós y determinar 
Ja tensión normal máxima en la sección del empotramiento de una 
ménsula de duraluminio de perfil en U de longitud l = 150 cm que 
soporta un momento torsor, E = 7,6-10* MPa, G= 2,9-10* MPa. 


1=1008:m ¿0 
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Para el problema 5.406 


5.107*, Empleando los datos del problema anterior, so pide 


determinar Jas tensiones tangenciales máximas 7 y 7 de las torsiones 
libre y restringida. 

5.108*, Resolver aproximadamente el problema 5.106, consideran- 
do que a = 0, es docir, despreciando la rigidez de la torsión lbre 
y comparar el resultado obtenido con la solución exacta. 


$ 7. Estructuras planas 


Determinación de los desplazamientos en casos 
estáficamente determinados 


5.109. Una ménsula horizontal hecha de un tubo de duraluminio 
de sección 65 X 59 mm (Y, = 28,1 cm*) es de longitud l =70 cm. 
En el extremo la ménsula tiene fijado rígidamente un soporte verti- 
cal hecho de un tubo de duraluminio de sección 55 X 50 mm (Y, = 
= 14,2 cm*). El extremo m del soporte está sometido a la acción de 
una fuerza horizontal P = 1 kN. Determinar las componentes hori- 
zontal 8, y vertical dy del desplazamiento del extremo m del 
soporte, El modulo de elasticidad es E = 7,5-10* MPa. 


Para el problema 5.109 Para el problema 5.112 
4 


5.140*, Determinar la proyección vertical yc del desplazamiento 
de la charnela C de la estructura representada en la figura 12 del 
problema 4.24. 

5.111*. Determinar: a) el acercamiento 5o5 de los puntos C y G 
de la estructura representada en la fig. 4 del problema 4.25, b) el 
ángulo Ogxy de giro de la sección G respecto al nudo D de dicha estruc- 
tura. 

5.112. Doterminar el desplazamiento 67 del apoyo C, la flecha va 
en la clave de una estructura curvilínea en forma de semicircunfe- 
rencia y el desplazamiento total 6, del punto A. 


el problema 5.113 Para el problema 5.114 Pura el problema 5.115 


5.113, Doterminar el valor y la dirección del desplazamiento 6 
dol extromo de una ménsula curvilímea en forma de semicircunfo- 
rencia, 

5.114. Determinar el ángulo de giro 0 y de una estructura en el 
apoyo B. Los tramos AC y BD están trazados por una circunferencia 
de radio a. 


Indicación. Es més fácil hallar el ángulo O, y igual a 20» 


5.115. En una estructura de tres articulaciones se pido hallar el 
desplazamiento mutuo 5,.. delas articulaciones 1 y 3 y el ángulo 0, 
de giro mutuo de los extremos de las barras concurrentes en la arti- 
culación 2. 


Para el problema 5.116 Para el problema 5.117 
2 


5.116. Hallar el acercamiento 64 de los extremos A y B de la 
estructura, así como el ángulo de giro 094» mutuo. 

5.117. Hallar los desplazamientos vertical y horizontal, así co- 
mo el ángulo de giro del extremo libre de la ménsula expuesta en la 
figura que soporta sobre su parte horizontal una carga uniforme- 
mente distribuida. 


Problemas estéticamente indeterminados, 
Diagramas M, Q, N 


5.118*, Construir los diagramas de los momentos flectores M, 
de los esfuerzos cortantes ( y de las fuerzas longitudinales W de una 
ostruclura plana que soporta una carga en su plano. 

5.119*. Parto de wa ostructura representa wn cuarto de citcun- 
ferencia. Construir el diagrama M. 


3 


Pura el probloma 5.118 — Para cl problema 5.119 Para el problema 5.120 


5.120*. Construir el diagrama M do un anillo circular cargado 
simótricamento con dos fuerzas. 

5.121*. Construir cl diagrama M de una ostructura triangular 
cerrada que soporta una carga antisimétrica. 

5.122*. El momento de inercia de la sección de la barra inferior 
de una estructura de forma cuadrada es dos veces mayor quo la do 
las otras barras. Construir el diagrama M. 
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Para cl problema 5.121 Para el problema 5.122 Para cl problema 5.123 


5,123*. Un anillo de radio R está cargado con seis fuerzas radia= 
les P dispuestas regularmente. Construir el diagrama M. Resolver 
también el problema teniendo en cuenta la influencia quo ejercen las 
Ínerzas longitudinales sobre la- deformación del anillo. 


B-0584 43 


5.124. Construir los diagramas definitivos M para las cuatro 
variantes de carga sobre una estructura de forma cuadrada. 


2 ae 2 
| 2 2 
a PAra 1 


Para el problema 5.124 


5.125. Construir los diagramas M de un anillo, cuando éste 
soporta cargas concentradas o distribuidas. 
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Para el problema 5.125 


5.126*. Construir los diagramas M, Q y N de estructuras curvi- 
líneas y rectangulares, 
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Para el problema 5.126 
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Desplazamientos en estructuras estálicamente 
indeferminadas 


5.127*. Dofinir el desplazamiento del punto de aplicación de lá 
fuerza P. sobre la estructura representada en la figura dol proble- 
ma 5.118. 

5.128, Construir el diagrama de los momentos flectores y deter- 
minar el desplazamiento lineal del nudo 4 de una estructura apoyada 
en tres puntos. 


Para el problema 5.128 Para el problema 5.129 


5.129. Construir el diagrama M y determinar el ángulo de giro 
del nudo A de una estructura sobre dos apoyos con un tramo curvi- 
líneo en forma de la cuarta parte de una circunforonci ' 

5.130. Determinar el alejamiento de Jos puntos C y D del anillo 
representado en Jas figuras: 1) del problema 5.120; 2) del proble- 
ma 5.123, 

5.131*. La viga AB de sección' constante, empotrada en ambos 
extremos, soporta una carga arbitraria y experimenta un/giro de los 


Para el problema 5.131 Para el problema 5.132 


apoyos a los ángulos 8, y 0. Los asientos de los apoyos son de 
magnitudes Aa y Ap. Determinar los momentos flectores y los 
esfuerzos cortantes en las secciones transversales de los apoyos de la 
viga. La fuerza longitudinal no se toma en cuenta; a y b son las dis- 
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tancias entre los apoyos y el centro de gravedad del área w del dia- 
grama Mp construido a partir de la carga dada en el caso de una viga 
con apoyos articulados (el diagrama Mp está representado conven- 
cionalmente). 

5.132*. Construir el diagrama de los momentos flectores de una 
estructura con tres apoyos empotrados. Considerar que la rigidez 
del pilar en flexión es igual a Í y la del dintel igual a 2. Tomar 
como incógnita el ángulo 6, de giro del nudo 7, Utilizar los resultados 
de la solución del problema 5.131. 


$ 8. Estructuras plano-espaciales 


Desplazamientos en casos estáticamente deferminados 


5.133*, Determinar la flecha on el extremo de una ménsula 
curvilínoa trazada por un arco de círculo dispuesto en el plano hori- 
zontal y que soporta una fuerza vertical P. 

5.134, Determinar el ángulo de giro del extremo do una ménsula 
curvilínea en al plano de la sección extrema. 


Para el problema 5.133 — Para el problema 5.134 Para el probloma 5.136 


5,135. Hallar la flecha $ en el extremo de la estructura represon- 
tada en la figura del problema 4.79, considerando que la succión 
transversal es un círculo de diámetro d =1 cm; b=a=0,5 m, 
E = 2,2104 MPa, G=0,4 E, P=10N. 

5.136*, Determinar el ángulo 8 de giro transvorsal de un anillo 
sometido.a la acción de una torsión uniformemente distribuida (los 
momentos flectores en un anillo igual fueron determinados en el 
problema 4.81). 

5.137*. Determinar la flecha máxima de la estructura repre- 
sentada en la figura 8 del problema 4.87. 

5.138. Determinar la flecha máxima de la estructura represen- 
tada en la figura a del problema 4.80. 


Estructuras estáticamente indeterminadas 

5.139*, Unabarra doblada está empotrada en un extrómo y apo- 
yáda articuladaménte én'el ñudo A: El ¡plano del ejo de la bárra es 
horizontal. Detefminar la flecha f del extremo libre de la barra 
qué soportá una'cargá P ="60-N; Viene dado: 1 = 50'cm;'los módu: 
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los de elasticidad E =2,2:10* MPa, G.=0,4 E. La sección trans- 
versal de la barra es un cuadrado con el lado a =1 cm. 

5.140*. Construir los diagramas de los momentos flectores. M 
y torsores Mor de un marco rectangular cargado simétricamente. 


Para el problema 5.139 Para el problema 5.140 Para ol problema 5.141 


5.141*. Lo mismo para una carga doblemente antisimétrica. 

5.142*. Lo mismo para un marco triangular cargado simétrica- 
mente. 

5,143* Un semiaro empotrado soporta una carga simétrica. 
Construir los diagramas M y Mior- 


e 


Para el problema 5.142 Para el problema 5.143 


5.144*, Un aro circular es sometido a torsión por los momen- 
tos L. Construir los diagramas M y Mor 

5.145. Una estructura en forma de II do sección circular está 
empotrada en ambos extremos y cargada con una fuerza concentra- 
da P en dirección perpendicular al plano do la estructura. Determinar 
el momento flector y la flecha en la sección central de la estructura. 


Viene dado: G = 0,4 E. 
E e 
PENE 
Le 


Para el problema 5.144 Para el problema 5.145 
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5.146*, Construir los diagramas M y Myor de los marcos rectan- 
gulares y de los aros de sección circular. 


Para el probloma 5.146 


5.147*. Construir los diagramas de las fueras longitudinales Y 
en las barras y determinar los esfuerzos tangencialos lineales g en 
una armadura de paredes delgadas *) (se considera que las fuerzas 


= 
z 
H—4 pa 
” 
w 


Para el problema 5.147 


de interacción g entre paredes y barras son solamente tangenciales 
y están uniformemento distribuidas a lo, largo de la barra). 


1) Armaduras de paredes delgadas se llama cenvencionalmente a las arma- 
duras en. las cuáles los ternapuntas se sustituyen por paredes, 
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$ 9. Métodos de elementos finitos. Empleo de ordenadores 
para la obtención de diagramas 


5.148*. Para una viga de longitud 1 y rigidez EJ: empotrada en 
sus extremos y cargada con una fuerza P en el centro del vano, deter- 
minar la flecha U;yg. Utilizar el método de los elementos finitos 
basado en el principio variacional de 
Ritz. Dividir la viga en dos elementos 
finitos de longitud a = 1/2, Introducir en 
calidad de parámotros variables la flecha 
y el ángulo de giro de la tangente a la 
línea elástica en los puntos 1, 2, 3 dis- 4 
puestos en los extremos de los elementos. Para el problema 5148 
Comparar el resultado de los cálculos con el 
valor «oxacto» (dentro de los límites admitidos por la teoría de la 
flexión de vigas). 

5,149*, Examinar el problema 5.148 considerando la viga con 
apoyos articulados en sus extremos. 

5.150*. Está dada una viga análoga a las examinadas en los 
problomas 5.148 y 5.149, pero con apoyos distintos: articulado el 
izquierdo y empotrado el derecho, La fuerza P está, como antes, 
aplicada en el centro del vano. Determinar la flecha o11/, y ol ángulo 
de giro 01, bajo la fuerza. 

5.151*. Examinar una viga con el extremo izquierdo empotrado 
y el derecho libre. En“el extremo libre está aplicado un par do fuerzas 
de momento Mo. Con ayuda del ordenador obtener los diagramas 
do los momentos, ángulos de giro 9 y flechas », considerando para el 
ejemplo que EJ =10, 1 =10, M)=1. 


CAPÍTULO 6 


RESISTENCIA COMPUESTA 


$ 1. Flexión esviada 


6.1%. El oxtremo libre de un voladizo soporta una carga concen- 
trada P.= 3 kN, Viene dado: b =4cm, h= 12 cm, 1=120 cm, 
a. = 1:/6 rad. Calcular las tensiones normales en los puntos angulares 
de la sección más peligrosa y determinar la flecha en el extremo de la 
estructura. El voladizo es de acero, E = 2-10% MPa 


Para cl problema 6.4 Para el problema 6.2 


6.2. Una ménsula (1 = 0,8 m) de sección doble T N* 12se en- 
cuentra en flexión bajo la acción de las fuerzas P, = 2,5 KN y Pa = 
== 1 kN. Determinar la tensión normal máxima en la sección más 
peligrosa de la estructura. 

6.3. Comprobar la resistencia y rigidoz de una viga fabricada 
do material unidireccional de composición (E == 1-10 MPa). Viene 
dado: 1 = 40 cm, b=1,2 cm, h= 1,6 cm. Una carga de intensi- 
dad q = 20 N/m distribuida uniformemente actúa en el plano que 
pasa por el eje de la y forma con el plano vertical de la viga un 
ángulo o. = 1/6 rad. La tensión admisible en flexión es [ol = 
= 14 MPa; la flecha admisiblo es [f) 


Para el problema 6.3 Para el problema 6.4 
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6.4. Un angular laminado de acero N”8 (£= 8 mm) soporta un 
soomento flector M = 0,8 kN -m en el plano medio del ala vertical. 
Determinar las tensiones normales en los puntos 7, 2 y 3 de lasección. 

6.5*, Una viga de sección Z N* 14, cuyo vano esigual a l= 2m, 
está articuladamente apoyada en sus extremos y soporta una carga 
de intensidad g = 10 kN/m distribuida uniformemente. Los momen- 
tos de inercia principales de la sección son: Y. = 847 cm!, Jy = 
= 64,4 cm*. El ángulo formado por el plano de rigidez máxima y la 


Para el problema 65 — Para ol problema 66 Para el probloma 6.7 


pared do la viga es y = 0,3846 rad (tg q = 0,4). El grosor de la pa- 
red es igual a £ =8 mm. Determinar las tensiones máximas y la 
flecha máxima. 

6.6. Determinar las tensiones normales en los puntos 1 y 2 de la 
sección más peligrosa de una ménsula, así como la flecha total máxi- 
ma provocada por la acción del peso propio. La ménsula representa 
un angular N* 6,3 (4 = 0,6 cm), q = 5,72-10-* kN/m, La longitud 
de la estructura es 1 =2 m, £ = 2,1+10* MPa. 

6.7. Determinar la carga concentrada admisible P que puedo ser 
aplicada en el punto medio del vano de una viga, si la tensión admi- 
sible es igual a lo] = 160 MPa. Viene dado: 1 = 2 m, la viga está 
formada por un angular N*9 (t = 0,8 cm). 

6.8*. Una viga de sección U apoyada articuladamente en sus 
extromos soporta una carga uniformemente distribuida de intensidad 
y = 500 kN/m. El perfil en U está situado de tal manera que su pared 
forma con la vertical un ángulo a = x/6 rad. El vano de la viga es 
igual a 1 = 4 m. La línea de acción de Ja carga pasa por el centro de 
flexión. Calcular el número del perfil en U a partir de la condición 
de que la tensión admisible es igual a' [o] = 160 MPa. 

6.9*. Una barra de sección rectangular b X h experimenta fle- 
xión esviada causada por los momentos Mz y My. A partir de la con- 
dición de resistencia se pide determinar la relación de los lados de la 
sección k = h/b correspondientes al peso mínimo de la barra. 
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)*, Una ménsula de sección rectangular b X h está sometida 
a flexión esviada causada por la acción de una carga concentrada P 
en su extremo libre (véaso la fig. del problema 6.1). Determinar la 
relación de los lados de la sección k = h/b para la cual, a partir 
de la flecha admisible (fl, el peso de la barra sea el mínimo. 

6.11. El extremo libre de una viga en voladizo soporta una fuer- 
. La sección de la viga tiene dos ejes de simetría; los momentos 
de inercia con respecto a estos ejes son iguales a 250 cm! y 3400 cm, 
La dirección de la fuerza P forma con los ejes de simetría de Ja sec- 
ción un ángulo igual a 1/4 rad. Calcular el ángulo de inclinación « de 
la línea neutra rospecto al eje de rigidoz máxima de la sección. 


Centro de 
Herido 


q 


Para el problema 6.3 Vara el problema 69 — Para el problema 643 


6.12. La dirección de la flexión forma con los ejes principales 

de la sección de una barra sometida a flexión esviada, un ángulo 
a. == 1/4 rad, La sección de la barra es rectangular, cuyas dimensio- 
nes son b= 2h. Determinar el sentido del vector del momento 
flector en la sección de la barra. 
. Mediante el método gráfico, con ayuda dol rectángulo de 
se pide determinar la dirección de la flexión de una barra 
quo experimenta flexión esviada. Los radios de giro de la sección 
de la barra son ¿, = 5 cm y iy = 3cm. La línea de acción de la fuer- 
za P forma con el eje y un ángulo a = 0,436 rad. 

6,14. Demostrar que durante la flexión esviada cuando la línea 
de carga (línea de acción de la fuerza P) coincida con una de las 
diagonales del rectángulo de inercia, la línea neutral coincidirá con 
su otra diagonal. 


$ 2. Tracción o compresión con flexión 


6.15*, Una tira de grosor t =11 os estirada por la fuerza 
P =50 kN con una excentricidad e = b/4. Determinar el ancho b 
de la tira si la tensión admisiblé es igual a lo] = 160 MPa. 

6.16. ¿Cómo variará la tensión máxima en una barra de sección 
cuadrada, si la fuerza que actúa a lo largo de su oje se desplaza para- 


122 


O mm: 


Jelamente: 1) al punto A; 2) al punto 2 del contorno de la sección 
transversal? 

6.17. Determinar la excentricidad de la fuerza longitudinal 
que suscita tensiones normales en las fibras extremas de una muestra 
de sección circular de diámetro d que se distinguen del valor medio 
de las tensiones en menos de un 5% 


2 


7 


Para el problema 615 Para ol problema 6.16 Para el problema 6.18 


6.18. Durante el ensayo de una muestra de acero a tracción com- 
puesta en las fibras extremas se establecioron las tensiones norma- 
les a, = 160 MPa y o, = 100 MPa, Determinar la fuerza do trac- 
ción / y su excentricidad e. La sección de la muestra es rectangular: 
b=6cm, t=- 5 mm. 

6.19*.' Determinar la profundidad admisible x de la ontalladura 
en una pletina de sección 60 Xx 10 mm estirada a lo largo de su eje 
por una fuerza P= 15 kN. Considerar que la tensión admisible 
es igual a lo] = 120 MPa. La concentración de tensiones se desprecia. 


Para el problema 6.19 Para el probloma 6.20 


6.20*, En el borde de una banda de acero sometida a tracción 
apareció una grieta, Para que ésta no se extienda fresaron on ol 
Jugar de ésta una arista hueca. Hallar en cuánto aumentó la tensión 
en la banda como resultado de esta operación. Las dimensiones de la 
sección de la banda son: b= 100 mm, ¿ = 8 mm, la profundidad 
de la arista hueca es a = 10 mm, la fuerza de tracción es P = 
= 60 kN. La concentración de tensiones se desprecia. 
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6.21. Para disminvir la tensión máxima en la banda de acero con 
una arista hueca como la examinada en el problema anterior se pro- 
ponen fresar en el borde opuesto una arista hueca igual. ¿Cómo variará 
la tensión máxima en la banda en este caso? 

6.22. Dos bandas de sección b X t se estiran cada una con una 
fuerza P. Una banda está debilitada por una escotadura lateral de 
profundidad z, la otra, por dos escotaduras laterales de la misma 
profundidad. ¿Con qué valor de x Ja tensión máxima o en la primera 
banda será mayor y con qué valor de z será menor que la tensión 
máxima en la segunda? 


A e 


Para el problema 6,22 Para el problema 6.23 Para el problema 6.24 


6.23. Determinar las tensiones en la sección más peligrosa de la 
barra estirada, con un debilitamiento local, representada en la 
figura. La sección de la barra es cuadrada, a = 40 mm; la fuerza de 
tracción es P == 10 kN. 

6,24. Una banda fijada con ayuda de tres remaches a un cartabón 
(como está representado en la figura) está cargada con una fuerza 
P = 25 kN. Calcular las tensiones en los puntos extremos de la 
sección que pasa por el remache inferior. Las dimensiones de la 
sección son: b = 60 mm, t = 5 mm, el diámetro del remache es d = 
= 10 mm. La concentración de tensiones se desprecia. 

6,25. ¿Cuántas veces la tensión máxima en las bandas unidas 
a solape, por un cordón de soldadura, es mayor que en la banda 
entera? (véase la figura 5). 


ol 


E 
Para el problema 6.25 Para el problema 6.26 


6.26*. A la cara oxterior del alma do un perfil en U está soldada 
a solape una banda cuyo ancho es igual a la altura del perfil en U; 
La banda está sometida a una fuerza P = 250 kN. Determinar el 
grosor t de la banda, así como el número del perfil en U, teniendo 
en cuenta que las tensionos máximas no deben ser mayores de 
[o] = 160 MPa. 

6.27. Una fuerza de tracción P = 5 KN se transmito a un angu- 
lar laminado equilátero 50 x 50 X 3 por medio de dos bandas de 
grosor t = 0,3 cin fijadas al ala del angular. Hallar la magnitud de 
la tensión máxima en la sección del angular. 


Para el problema 6.27 Para el problema 6.29 


6.28. Un tubo circular se ostira por una fuerza P, enya línea de 
acción pasa por el borde exterior de la sección. Comparar la tensión 
normal máxima o, en la sección transversal dol tubo con la tensión 
90 que resulta de la tracción axial. La relación del diámetro interior 
del tubo al exterior es igual a 0,8. 

6.29. Una polea destinada para levantar una carga Q = 50 kN 
está instalada sobre el extromo libre de un voladizo compuesto de dos 
porfiles en U. La tensión del cable horizontal es P = Q. El eje de 
la poloa está situado a la distancia / = 120 em del empotramiento. 
El diámetro de la polea es D = 20 cm. Elegir del surtido de lamina- 
dos el número del perfil en U partiendo de la condición de quo las 
tensiones máximas en la sección más poligrosa no suporon lo] = 
= 100 MPa. 

6.30*. Una ménsula de sección cuadrada (a X a) ostá cargada 
en el extremo libre con una fuorza P que actúa hajo un ángulo « 
respecto al eje de la barra. Determinar la tensión máxima on cl empo- 
tramiento, así como el ángulo «y correspondiente al valor máximo 
do la tensión. 

6.31. Comprobar la resistencia de la viga horizontal de una 
grúa cantilever en el caso cuando la carga concentrada P = 30 kN 
se encuentre en el punto medio de su pluma. La viga es de perfil 
doble T N* 18. El vano de la viga es igual a 1 = 2,6 m. El tirante 
forma con la viga un ángulo a = x/6 rad. La tensión admisible es 
[o] = 160. MPa. 

6.32, Una fuerza de tracción N 18 kN actúa sobre una de las 
barras tubulares de una armadura. El diámetro exterior de esta 
barra es d = 40 mm y el interior, d, = 30 mm. Además una carga 
uniformemento repartida deintensidad ¿=200kN/m provoca flexión 
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en dicha barra. Comprobar la resistencia de la barra, considerando 
articulados los nudos de la armadura si la tensión admisible es 
lo] = 160 MPa. La disminución de la flecha bajo la acción de la fuer- 
za V se desprecia. La longitud de la barra es 1 == 150 cm. 


Paro el problema 6,30 Para ol problema 6.34 Para el problema 0.32 


6.33. Un perno de diámetro d = 25 mm tiene la cabeza en forma 
de L y al enroscarle la tuerca se somete a una carga excéntrica, como 
está representado en la figura. Doterminar la tensión cn el perno, sí 
la Ds apriete del perno es igual a P = 5kN y la excentricidad 
es e= 20 cm. 


Vara el probloma 6.33 Para el problema 6.34 


6.34, Parto de la cabeza de un perno está cortada (como está 
representado en la figurá). ¿De qué modo crecerán las tensiones nor- 
males en la sección transversal del perno como resultado de la varia- 
ción de la forma de su cabeza? El diámetro de cálculo es igual a d= 
= 18 mp. Considerar que la línea de acción de la fuerza de tracción 
pasa por el contro de gravedad de la superficie de apoyo de la cabeza 
del_perno. 

6.35. Doterminar la dimensión ) de la sección del cuerpo de una 
mordaza de rosca para sujetar piezas con una fuerza P = 16 kN, 'si' 
[o] = 100 MPa, a=2 cm, e= 14 cm. 

"6.36. Determinar la fuerza máxima P quo puede ser admitida 
sobre un desmontador destinado a quitar piezas de árboles siempre, 


ee 


que las tensiones máximas en los agarradores del desmontador no 
sobrepasen [o] = 160 MPa. La sección de los agarradores tiene las 
dimensiones siguientes: a = 2 em, b= 5 em, el ancho de los salien- 
tes es e =2 cm, 


Para el probloma 0.35 Para el problema 6.36 — Para el problema 0.37 


6.37. Doterminar ol área F de la sección rectangular AA de una 
grapa destinada a enderezar las zapatas curvadas del larguero del 
ala de avión. La tensión admisible es [o] = 160 MPa. La fuerza 
máxima croada por la grapa es igual a P = 36 kN. La excentricidad 
es e= 2h 

6.38. Un gato está instalado de tal modo que el ejedel tornillo 
so desvía do la vertical a un ángulo f = 0,0174 rad, Calcular cuántas 


Para 61 problema 6.38 Para el problema 6.30 
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vecos la tensión normal máxima en la sección más peligrosa del tor- 
nillo será mayor que su tonsión cuando f = 0. La longitud del tor- 
nillo es 1 = 8,, donde d, es el diámetro de la sección de cálculo del 
tornillo, 

6,39%, Determinar la tensión máxima on la sección AA de una 
semihorquilla de fijación de la rueda al soporte elástico del tren 
durante el aterrizajo del avión con deriva lateral. La carga de cálculo 
en ol plano de la somihorquilla viene dada por una fuerza vertical 
P, =125 kN y una fuerza lateral P, 25 kN. La sección de la 
somihorquilla es hueca elíptica. Las dimensiones son: a = 40 cm, 
b= 15 cm, r=35 cm, d, =10 om, d¿=6 cm, t=0,5 em. 

6.40. Una brida está hecha do una barra de acero circular, 
d=60 mm, a=70 mm. Determinar la fuerza de tracción máxi- 
ma P. La tensión admisible es [o] = 140 MPa. 


Vara el problema 6.40 Para el problema 6,41 


6.41. Una brida de forma rectangular se estira por una fuerza P. 
La sección do la brida representa un cuadrado de lado a = 0,5 cm. 
Las dimensiones son: b==3 cm, c = 9,5 cm. Determinar el valor 
admisible de la fuerza P, si lo] = 160 MPa. 

6.42. Determinar el núcleo de la sección de un círculo de radio 
R= 50 cm; de un roctángulo de dimonsiones b= 20 cm, h= 
= 38 cm; de una viga doble T N* 27, 

6.43. Calcular la diagonal d del cuadrado que representa 0] nú- 
elco de la sección de una barra hueca cuyo contorno extorior de la 


Para el probloma 6.43 Para el problema:6.44 


sección es un cuadrado'de lado a = 68 cm y el interior es un círculo 
de radio R=25. cm. 
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« 6,44*, Determinar la posición del eje neutro de una barra some- 
tida a tracción excéntrica. Los radios de giro de la socción de la 
barra son: ¿, == 5 cm, ¿y =3-cm. Las coordenadas del punto de 
aplicación de la fuerza longitudinal en el plano de la sección de la. 
barra son: zp =1,6 cm, y» =3,7 cm. 

6.45%. Construir el núcleo de la sección para un rectángulo de 
b=6 om, h=10 om. 


$ 3. Estado límite de una barra sometida simultáneame: 
a flexión y tracción , 


6.46*, Definir la dependencia entre el momento flector M y la 
fuerza longitudinal W que soporta una barra de sección rectangular 
on estado límite. Son conocidos los valores del momento de fluencia 
Mu (momento flector límite que puede aguantar la barra on ausen- 
cia.de la fuerza axial) y la fuerza longitudinal de fluencia Ny, (fuerza 
de tracción límite en ausencia del momento flector). 

6.47*, Establecer la dependencia entre el momento flector M 
y la fuerza longitudinal N que resisto una barra de sección circular 
si son conocidos el momento de fluencia My, y la fuerza longitudinal 
de fluencia Ny, (véase el problema 6.46). 

6.48. Hallar el valor límite del momento flector M en una barra 
de sección cuadrada on presencia de la fuerza de tracción longitudinal 
N =0,5 Ny, (véase el problema 6.46). El 
lado de la sección es a =5 cm. El límite 
de fluencia 01, = 360 MPa. 

6,49. Calcular el valor límite de la fuerza 


blema 6,46). El 
a=2 cm. El límite de fluencia, On > 
=400 MPa. Aprovechar la solución del pro- 
blema 6.47. Para el problema 6.51 
6.50. Determinar la excentricidad e de 
una barra de sección cuadrada en estado plástico límite sometida 
a tracción excéntrica por una fuerza P= 10 kN. Viene dado: 
Mn = 0,7 kN =«m, Nm = 20 kN (véase el problema 6.46). 
6.51. Hallar el valor límite de la fuerza P que estira una barra 
de sección rectangular de dimensionos: b = 2 cm, h = 3 cm con la 
excentricidad e = 1 cm. El límite de fluencia es 0; = 400 MPa. 


$ 4, Flexión con torsión 


6.52*, Un árbol con manivela está sometido a la acción de una 
fuerza P = 3,5 kN. Determinar el diámetro d del árbol a partir de la 
tercera teoría de resistencia, si [o] = 160 MPa, 1 = 50 cm, a = 
= 40 cm. 
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6.53. Una barra de diámetro d= 4 cm,y longitud. = 80 cm 
está sometida a la acción de una fuerza P= 1 kN' aplicada e 
la distancia e = 30 em de su eje. Comprobar por la JIl teoría la 
resistencia en la sección más peligrosa de la barra, la] = 160 MPa. 


Pare ol problema 0.52 Para el problema 0,53 


6.54*. Un árbol de sección circular está sometido a torsión por 
el momento Mior = 1,2 kN «m y a flexión por el momento Mp = 
= 0,9 kN+m. Determinar el diámetro d del árbol de conformidad 
con las teo: de resistencia 1, 11, 111, IV; fo] = 100 MPa, 

6.55. Una barra de sección en forma de tubo rectangular de paro- 
des delgadas está simultáneamente sometida a la acción de un mo- 
mento flector M; = 8 kN=m (en el plano vertical) y un momento 
torsor Mior == 12 kN -m. Las dimensiones de la sección de la barra 
son: a = 20 cm, b=16 cm, t = 1 cm. Comprobar la resistencia 
de la barra mediante la tercera teoría de resistencia, siendo lo) == 
= 50 MPa. Los redondeos en Jos ángulos de la sección se dosprecian. 


Para el problema 6.55 Para el problema 6.56 


6.56*. En la sección de un ala de dos largueros de un avión (la 
punta y la cola de la sección se desprecian y no se muestran en la 
figura) de perfil simétrico actúan wn momento flector Mp = 35kN«m 
(en el plano vertical) y un momento torsor Mio; = 18 kN-m. La 
altura del larguero delantero es H,=40 cm; la del trasero, HI, 
= 20 cm. La distancia entre Jos largueros es B= 5b = 100 cm. 
Las áreas de las secciones de los cordones del larguero delantero son 
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iguales a F,=6 cma*; los del trasero, F,== 3 cm*, los delos larguerillos, 
7= 0,5 cm?. El grosor de la pared del larguero delantero es E, = 
= 3 mm; la del trasero, f, = 21m, la del. revestimiento es to = 
= 5 mu. Considerando que los centros de gravedad de las áreas F., 
F, y f se encuentran sobre el contorno de la sección del ala, se pido 
comprobar la resistencia del revestimiento por la tercera teoría de 
resistencia, siendo lo] = 85 MPa. 

6.57. Un árbol de sección circular, cuyos extremos están rígida- 
mente empotrados, está sometido a la acción de una fuerza concen- 
trada P = 10 kN, con una excentricidad. e = 10 cm, en el centro del 
vano. Calcular el diámetro d del árbol por la tercera teoría de 
resistencia; [0] = 200 MPa. 


4 Y 
Mean Mor 
Para ol problema 6.57 Pora el problema 6.58 


6.58*. Con ayuda de la tercera teoría de resistencia, comparar 
el peso de dos barras, una de sección circular y otra de sección cua- 
drada, sometidas a la acción de dos momentos lector My y torsor 


Mor =$ Ma, u partir dela condición de que son equirrosistontes, 


6.59*, ¿Qué relaciones deben existir entre el momento flector M4 
y el momento torsor Myor para que 1) una barra de sección circular 
y 2) una de sección cuadrada sean más resistentes? Se supone que las 
barras son de un mismo material y de pesos y longitudes iguales. 
La comparación debe ser efectuada a partir de la tercera teoría de 
resistencia. 

6.60*, Un árbol tiene dos poleas cuyos radios son: r, = 6 cm, 
ty = 12 cm. Los esfuerzos de los accionamientos P, y P; forman 
con la vertical los ángulos a, = 1/4 rad y a = 1/6 rad. La frecuen- 
cia de rotación del árbol es igual a n = 105 rad/s. La potencia trans- 
mitida es N = 36,9 kW. Determinar el diámetro del árbol medianto 
la cuarta teoría de resistencia; a = 10 cm, b= 15 cm, l = 50 cm, 
lo] = 120 MPa. 

6.61. En un árbol están montadas dos ruedas de diámetros D, = 
= 20 cm y D, = 50 cm sometidas a la acción de dos fuerzas vertica- 
les P, = 5 kN y P. = 2 kN (como está representado en la figura). 
Determinar el diámetro del árbol por medio de la tercera teoría de 
resistencia; lo] = 100 MPa, a = 120 cm. 
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Para el problema 6.50 Para el problema 6.51 


6.62, Dos poleas de un mismo diámetro D = 60 cm montadas en 
un árbol transmiten una potencia Y = 8,84 kW a una frecuencia 
de rotación n = 42 rad/s. La tensión de la correa motriz es dos 
veces mayor que la de la correa conducida: 7, —= 27. Vieno dado: 
a = 40cm, b = 30cm, [o] = 100 MPa. A partir de la segunda teoría 
de resistencia se pido determinar el diámotro d del árbol. El peso de 
las poleas y del árbol se desprecia. 
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Pora ol problema 6.82 Para el problema 6.83 


5.63. Dos poleas de diámotros D, = 30 cm y D¿ = 15 cm están 
montadas en un árbol de diámetro 4 =2,5 cm. Los esfuerzos de 
mando P, y P, están dirigidos respectivamente vertical y horizon- 
talmente, Por la cuarta teoría de resistencia determinar ol momento 
torsor máximo admisible en el árbol si [o] = 100 MPa; L.= 60 cm, 

ta 45.0m. 

«6.64: Por-la tercera teoría de resistencia definir el diámetro 
exterior del óje de sección tubular de la palanca de mando de un 
avión, si (0] = 100 MPa. Las dimensiones de la palanca son; a = 
= 20.0m, e = 15 om, b, = 40 cm, b, = 15 om. El esfuerzo aplicado 
a la palanca os 7, = 2 kN. La rolación entre el diámetro interior 
dol tubo y el exterior es igual a 0,8. El rozamiento en. los cojinetes 
se desprecia, La fuerza 7, se halla de la condición de equilibrio del 
“sistoma. 

6:65. Aplicando la tercera teoría de resistoncia, determinar la 
fuerza admisible P en la barra que va hacia el timón de dirección 
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Para el problema 6.64 Para e) problema 6.65 


del avión, a partir de la resistencia del eje AB. El eje representa un 
tubo con diámetros exterior d = 4cm e interior d, = 3,6cm. Vieno 
dado: a=40cm, a, = 16 cm, a > 6 cm, c= (2 cm, c, = 8 cm, 
lo] =80 MPa. 


$ 5. Otros casos de resistencia compleja 


6.66*, Modiante la tercera teoría de resistencia se pide determi- 
nar el diámetro necesario de un árbol, si en la sección más peligrosa 
actúan los momentos: flector M; = 0,6 kN=m y torsor Mior = 
= 0,2 kN+»m, así como la fuerza de tracción longitudinal N = 
«== 19 kN, La tensión admisible es lo] = 60 MPa, 

6.07. Un árbol hueco está sometido a la acción de una fuerza de 
compresión N = 80 kN, de un momento torsor Mior = 30 kN «wm 
y de un momento flector M; = 20 kN .m. La relación entre el diáme- 
tro interior y el exterior es igual a 0,8. El diámetro exterior es 

= 16 cm. Haciendo uso de la cuarta teoría de resistencia se pide 
comprobar la resistencia del árbol, si [o] = 160 MPa. 

6.68. El árbol hueco de un motor de avión transmite una poten- 
cia N =885 kW a la hélice a una frecuencia de rotación n «== 
= 115,5 rad/s. El esfuerzo de tracción de Ja hélice es 7 = 300 kN. 
Comprobar la resistencia del árbol a partir de la tercera y cuarta 
teorías de resistencia, si [o] = 130 MPa. Los diámetros del árbol son: 
el exterior D = 12 em, el interior d = 10 cm. 

6.69, El árbol tubular de un motor transmite una potencia 
N = 221 kW a una frecuencia de rotación n = 105 rad/s. El esfuerzo 
de tracción es 7 = 100 kN. Determinar el diámetro d del árbol por 
la tercera teoría de resistencia, si [0] = 160 MPa. La relación entre 
el diámetro interior y el exterior es igual a 0,6. 

6.70. Una rueda dentada cónica está montada sobre la parte en 
voladizo del árbol tubular de un reductor. Esta rueda dentada está 
sometida a la acción de tres fuerzas Pey = 1,8 KN, Prag == 0,6 KN 
Y Paxim =0,3kN (como está representado en la figura). Desprecian- 
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do las tensiones de compresión, que son resultado de la acción de las 
fuerzas longitudinales P xy, sobre la sección del árbol, se pide deter- 
minar el diámetro exterior de éste a partir de la tercera teoría de 


Para el problema 6,70 


resistencia, si la] = 100 MPa. La relación entre el diámetro interior 
del árbol y el exterior es igual a 0,8. Viene dado: d, =7 cm, a = 
=5 0m. 

6.71*, Modiante la tercera teoría de resistencia, determinar la 
dimensión del lado de la sección cuadrada de una barra sometida a la 
acción de una fuerza de tracción axial P = 20 kN y de un momento 
torsor Mior = 0,1 kN-m. La tensión admisible es [o] == 100 MPa. 

6.72*, Sobre la rueda de un avión parado actúa una fuerza ver 
cal P = 80 kN. Haciendo uso de la tercera teoría de resistencia, de- 


Para el problema 6.72 Para el problema 6.73 


terminar cuáñtas veces debe ser aumentada la fuerza P para que la 
palanca de fijación de la rueda a la pata del tren de aterrizajo, fabri- 
cada de acero con un límite-de resistencia a la rotura igual a 0, = 
=-120 MPa, so rompa por la sección más poligrosa. Las dimensiones 
do la palanca son: 1 = 65 cm, 1, = 30 em, e = 20 cm. El oje de la 
palanca forma con la vertical un ángulo a, = 0,698 rad. La sección de 
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la palanca es un rectángulo de paredes delgadas cuyos lados son: 
a=12cm,b=80m,t=6mm. 

6.73*, Mediante la tercera teoría de resistencia, se pide compro- 
bar la resistencia del cilindro del amortiguador de la pata de un avión 
«cuando ésta está sometida a la acción de una carga P = 70kN dirigi- 
«da hacia el eje de la rueda. El diámtero exterior del cilindro es d = 
75 mm; el interior, d, = 65 mm. La tensión admisible es [o] 
200 MPa. Las dimensiones son: a =25 cm, b=10cm, c= 
=15 cm, e=70m, 1 =90 om, a=20, f = 60% 

6.74*. El gas comprimido en un cilindro a una presión p.= 
= 2,5 MPa es mantenido por la fuerza P que actúa sobro el extremo 


Para el problema 6.74 


libre de la varilla del émbolo a un ángulo a = 1/3 rad respecto a su 
El diámetro exterior del cilindro es D = 6 cm; el interior, d = 
= 5 cm. El grosor do la pared del cilindro es £ = 0,5 cm. Las longitu- 
des del cilindro y de la varilla son: 1 = 50 cm, a = 60 cm. Elémbolo 
está introducido en el cilindro a una longitud z = 25 cm. Por la tor- 
«cera teoría do resistencia, calcular la tensión máxima en el cilindro 
y compararla con la admisible (9) = 160 MPa, 

6.75. Un recipiente cilíndrico está simultáneamente sometido a la 
acción do una presión interior p == 6 MPa, de un momento flector 
M1 = 2 kN «m y de un momento torsor Mtor = 5 kN-=m. Comprobar 
la resistencia del recipiente en el punto más peligroso de la sección 
“transversal, Su diámetro exterior es D = 10 cm. El grosor de la pared, 
1£= 5 mm. La tonsión admisiblo, [o] = 160 MPa. 
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Para el problema 6.75 Para el problema 6.76 Para el problema 6.77 


6.76*. Sobre la sección del codo del cigiieñal de un motor actúan; 
«en los planos de la mayor y menor rigidez, momentos flectores respec- 
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tivamente iguales a M, = 0,7 kN -m y M, = 1,5 kN «m, un momento 
torsor Mor = 0,45 kN -m, una fuerza cortante en el plano de mayor 
rigidez Q = 25 kN y una fuerza de tracción N = 37 kN. La sección 
del codo representa un rectángulo cuyos lados son: a = 10 cm, 3 == 
= 2,5 em. Mediante la cuarta teoría de resistencia, se pide compro- 
bar la resistencia del codo, considerando [o] = 140 MPa. 

6.77. En la sección transversal del muñón de biela del cigiieñal 
actúan: un momento torsor Mipr = 2,9 kN »m y dosmomentos flecto- 
ros M, =0,7 kN-m y M¿= 1,1 kN-m en planos mutuamente per- 
pendiculares. El diámetro exterior del muñón es D = 6,6 cm y el 
interior, d = 4,2 cm. Modiante la cuarta teoría de resistencia, com- 
probar la resistencia del muñón, considerando [0] = 140 MPa. 


$ 6. Barras de ejes curvilineos 


6.78*. En el extremo de una viga curvilínea plana en voladizo, 
cuyo eje representa el arco de una circunferencia de radio r = 50 cm 
con un ángulo central o. = 1/3 rad, está aplicada una carga P-= 
= 10 kN. Mediante la tercera teoría de resistencia se pide determinar 
la dimensión a de la sección cuadrada, si [o] = 100 MPa. 
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Para el problem 6.78 Para el problema 6.79 


6.79. Un aro circular cortado de sección redonda está sometido 
a la acción de dos fuerzas P = 0,6 kN. Se pide, por medio de la tercera 
teoría, comprobar la resistencia del aro. Viene dado: r = 10 cm, d = 
==20.mm, lo] = 460'MPa. Considerar el ancho del corte muy pequeño. 

80. El extremo de una barra curvilínea, cuyooje representa una 
semicircunferencia, se encuentra empotrado. En su otro extremo 
actúa un momento L = 3,5 kN+m. Indicar la coordenada $ de la 
sección más peligrosa de la barra. Determinar la dimensión a de la 
sección cuadrada de la barra a partir de la tercera teoría de resisten- 
cia. [0] = 160 MPa. 

6.81. Sobre la viga en voladizo que muestra la figura actúan las 
fuerzas P, = 2kN y P, = 3kN. El trazado de su parte curva repre- 
senta un cuarto de circunferencia. Calcular las tensiones máximas de 
compresión en la sección más peligrosa. 
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Para el problema 6.80 Para el problema 6.81 


6.82. Calcular las tensiones normales máximas en la sección más 
peligrosa de una barra. El eje de la parte curvilínea describe el arco 
de una circunferencia. La sección de la barra es cuadrada, 


Para el problema 6.83 


6.83. El cordón superior de una armadura plana hecho do un tubo 
curvo, cuya pared es de espesor + == 2 mm, está sometido a la acción 
de una fuerza P = 8kN. Determinarla tensión máxima en el cordón. 
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-$ 7. Barras de eje quebrado 


6.84. Una barra quebrada de sección cuadrada tiene empotrado 
uno de sus extremos y una carga P en el extremo libre. Mediante la 
tercera teoría de resistencia, se pide determinar el valor admisible de 
da fuerza P, Viene dado: a = 20 mm, b = 20 cm, e = 12 cm, [o] = 
= 160 MPa. 


Para el problema 6.84 Para el problema 0.85 


6,85*, Haciendo uso de la tercera teoría de resistencia se pido 
«determinar la fuerza admisible P que actúa sobre una brida rectangu- 
«lar. La brida es de sección cuadrada. Viene dado: a = 20 mm, b = 
= 12 cm, 1 = 20 cm, [o] = 160 MPa, G = 0,4 E. 


Para ol problema 8.83 


6.86*. El oxtremo libre A de una barra quebrada en voladizo 
-ostá cargado con una fuerza 2 = 10 kN. En la sección B se pide deter- 
minar la fuerza longitudinal N, los momentos flectores My y My, 
el momento torsor M;p y las fuerzas cortantes O. y Oy. Los ángulos 
«de inclinación de la fuerza P respecto a los ejes x,, y, son a =x/3 rad, 
$ =.0,8726 rad. 


CAPÍTULO 7 


ESTABILIDAD DE BARRAS 
Y DE SISTEMAS DE BARRAS 


$ 4. Estabilidad de las barras dentro de los límites 
de elasticidad 


7.1. Una barra de acero con apoyos articulados en'los extremos 
está sometida a compresión axial por una fuerza P. Determinar lás 
dimensiones de la sección de esta barra, de longitud 1, hasta las cua- 
les el cálculo $e puede efectuar por la fórmula de Euler y hallar la car- 
ga admisible en los casos siguientes: a) la sección es circular, 1 = 
=1,2 m, d = 30 mu; b) la sección es cuadrada, l= 1,2 m, a = 
= 30 mm; c) la sección es rectangular, 1 =1,2 m, h/b=2, b= 
= 25 mm, d) la sección es de doble T, 1 = 1,9 m, el perfil es el N*16. 
Considerar que el módulo de elasticidad del material es E = 2,1 x 
Xx 105 MPa; el límite de proporcionalidad, dprop = 190 MPa; el 
factor de reserva de estabilidad, n = 2. 
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Para el problema 7.4 Para el problema 7.2 — Para el problema 7.8 


7.2. Los extremos de una barra comprimida están apoyados en 
charnelas cilíndricas: en un plano (plano del dibujo) la barra ostá 
rígidamento empotrada y en el otro (perpendicular al plano del dibu- 
jo), tieno apoyos articulados. Determinar las dimensiones de la seo- 
ción rectangular de la barra, si ésta es igual de estable en ambos planos, 
y la reserva de estabilidad es igual a n= 2, Oprop = 200 MPa, 
E =2.10* MPa. 

7.3. Determinar el diámetro interior d del tornillo de un gato 
a partir del cálculo de estabilidad si el factor de reserva es igual a n= 
= 3,5. Se supone que E= 2,1-10% MPa, Oprop = 240 MPa, Se 
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considera que el extremo superior del tornillo se desplaza libremen- 
te. La influencia del roscado se desprecia. 

7.4. Comparar el peso de cuatro columnas de igual estabilidad, 
sí éstas están sometidas a la acción de fuerzas longitudinales, con 
las siguientes secciones: a) cireudar, b) cuadrada, e) en cruz, d) cua - 
drada tubular. Las condiciones de fijación de los extremos, las longitu- 
des y el material de las columnas son iguales. Las tensiones críticas 
permanecen dentro de los límites de proporcionalidad. 


del 
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Para el problema 7.4 


7.5. La biela de un motor de barco que trabaja con inflamación 
del combustible por compresión debe ser calculada a la estabilidad, 
El esfuerzo de compresión de cálculo a la presión máxima de los gases 
es igual a 160 kN. La longitud de la biela es 0,9 m. Determinar las 
dimensiones de la sección de la biela en dos casos: a) la sección es 
maciza, circular, de diámotro d, b) la sección es tubular, con unarela- 
ción entre el diámetro interior de ésta y el exterior dn/dexi =0,65. 
Hallar la relación entre el peso de la parte cilíndrica de la barra maci- 
za y el de la barra tubular. 

El material es acero aleado; E=2,15:105 MPa, Oprop = 540 MPa. 
El factor de reserva de estabilidad se'considera igual a 3,5. Se supono 
que los extremos de la biela están articulados en el plano de su movi- 
miento. 

7.6. Una barra de sección transversal circular con apoyos articula- 
dos so encuentra comprimida por una fuerza P == 50 kN. La longitud 
de la barra es 1 = 1 m. La reserva de estabilidad es igual an = 2. 
El material es duraluminio. La densidad es Pqur = 2700 kg/m, 
Eur = 0,72:10% MPa. 1). Hallar la masa de la barra, 2). ¿ Cuántas 
veces aumentará la masa, si la barra de duraluminio so sustituye 
por: una" de acero de'igual longitud con la misma reserva de estabili- 
dad? pag = 7850 kg/m", Eso = 2,1-10* MPa. 

7.7. La diagonal comprimida de una armadura de duraluminio 
tieno un perfil doble T bulboso. La longitud de la barra es 1=0,8 m. 
Suponer que los extremos de la diagonal están semiempotrados, Consi- 
derando que el coeficiente de reducción de la longitud en la fórmula 
de Euler es igual a 1//2. El momento de inercia mínimo de la 
sección es Y, = 7,46 emi, el área de la sección es F = 7,04 cm”, 
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0,74-105 MPa, el límite de proporcionalidad es prop = 


E= 
= 270 MPa. Determinar la fuerza crítica. 


EN 


Para el problema 7.7 


7.8. Un tubo de duraluminio (E = 0,7:10% MPa) está sometido 
a la acción de una carga de comprosión P. Determinar el diámetro d 
dol tubo, si la relación entre el diámetro y el grosor £ de la -pared 
es d/t ="25. El límite de proporcionalidad es Oproy = 270 MPa, la 
reserva de estabilidad os igual a n =2. 
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Para el problema 7.8 Para el probleme 7.9 


7.9. La barra comprimida AB del bastidor de la suspensión 
del motor en un avión representa un tubo de longitud 1 = 1,4 m con 
una rolación entre el diámetro y el grosor do la pared d/t = 32 y debe 
ser calculada a los efectos de la fuerza crítica Pe; = 32 KN. Suponer 
que los extremos están articulados; ZE =2,2:10% MPa, Oprop = 
= 500 MPa. Determinar las dimensiones de la sección. 

7.10. Un eslabón de la varilla de mando del timón de altura on 
el avión transmite un esfuerzo de compresión. Este eslabón es tubular 


Para el problema 7.10 
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de duraluminio; la longitud y las dimensiones de su sección están indi- 
cadas en la figura. Determinar la fuerza crítica, si E =0,7 X 
x 10 MPa y Oprop == 200 MPa. 

7.11*, Un pilar comprimido está compuesto de dos perfiles en 
U N? 40. Los perfiles están unidos por riostras diagonales; E == 
= 2405 MPa, Oprop = 220 MPa. Determinar la fuerza crítica Pop, 
despreciando la influencia de la fuerza cortante, 

Ballar la longitud máxima admisible del panel e a partir de la 
igualdad de la reserva de estabilidad del pilar entero y de una rama 
del panel, Valorar la influencia de la fuerza cortante en la magnitud 
de la carga crítica, si las riostras están hechas de angulares 20 x 
x 30 x 3 inclinados respecto al eje del pilar a un ángulo a = 45". 
Los extremos del pilar están articulados. 

7.12. Una barra de sección doble T N* 12 con apoyos articula- 
dos se comprime por una fuerza P = 500 kN. La longitud de la barra 
es igual a L=1 m, E =2,41:10% MPa, o, = 1100 MPa, Oprop = 
= 750 MPa. 

Caleular y comparar el factor de seguridad nseg y e cooficiente 
de reserva de estabilidad Nest. 
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Pora el probloma 7.14 Para el problema 7.43 


7.13*. El husillo de guía AB de una fresadora de roscas recibe un 
esfuerzo de avance transmitido a éste por una herramienta cortante 
a través de la tuerca C que se desplaza a lo largo de aquél. Debe ser 
calculada la estabilidad del husillo, suponiendo que la tuerca se 
encuentre en la posición extrema derecha, a la distancia l, del apoyo 
B y transmita una fuerza de compresión P al tramo 1, del husillo AC. 
Determinar el diámetro interior d del husillo en dos casos: 

1) la tuerca es de longitud pequeña y debe considerarse como apo- 
yo articulado intermedio (fig. a).; 

2) la tuerca es de longitud grande por lo que el husillo debe ser 
considerado empotrado en ella (fig. b). Los extremos A, B del husillo: 
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en ambos casos han de considerarse articulados. Viene dado: P = 
= Y kN, el factor de reserva de estabilidad es igual a n =3,5, l = 
=4,5 m, l,=0,5 m. El material es acero, E =2,1-10% MPa, 
Oprop = 280 MPa. Durante el cálculo del momento de inercia de la» 
sección la influencia del roscado se desprecia. 

7.14. Cuatro barras elásticas de iguallongitud a forman el meca- 
nismo articulado 4BCD fijado por la barra diagonal BD. La construc- 
ción está sometida a la acción de fuerzas P dirigidas por la diagonal. 
AC hacia dentro del contorno, en un caso (a), y hacia fuera de éste, 


Para ol problema 7.14 


en otro caso (D). Todas las barras son de igual rigidez EJ. ¿Cuál debo 
ser el valor mínimo de la fuerza P para que algunos elementos de la 
construcción pierdan su estabilidad? 

7.15. Duranto la determinación experimental del valor de la 
fecha adicional f.y en el centro de una barra articulada comprimida 
fueron obtenidos los resultados siguientes: a la carga P, = 1 kN le 
correspondió la flecha fag = 1 mm, a P, = 3 kN le correspondió 
1ua, = 3,94 mm, a P, = 3 kN le correspondió faa, = 9,6 mm. 

"Determinar las dimensiones de la sección transversal rectangular 
de la barra, si su Jongitud es 2 => 0,6 m, la relación entro el grosor 
y el ancho es h/0= 0,2. El material es acero, E =2:10% MPa, 
Sprop = 200 MPa. 


¡RS Para determinar la carga crítica hace falta aprovechar la fór- 
mola 

Saa = Perlas P — 10, 
donde fo es la flecha inicial on el centro de la barra. 


7.46. Los extremos de una barra de acero se articulan, a la tem- 
peratura de 316 K, a unos apoyos fijos, Luego la barra se calienta 
atoda su longitud. Determinar la temperatura'que provcca en la barra 
el comienzo de la flexión longitudinal. 

Comprobar si la deformación e, correspondiente al momento de la 
pérdida de estabilidad, permanece dentro de los límites de elasticidad, 

La sección de la barra es rectangular: 20 Xx 4 mm, su longitud 
es igual a 0,2 m, el coeficiente de dilatación lineal es a = 12-10, 
E = 2-10" MPa; la deformación elástica límite es Em = 1-10 
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7.17. Una barra de apoyos articulados con sección circular, longi- 
tud 1 =0,5 m y diámetro d = 10 mm está fabricada de una aleación 
resistente al calor. La fuerza de compresión que actúa sobre la barra 
es igual a P.= 3 kN. El límite de proporelonalidad del material 
AT = 1200 K es Oprop = 300 MPa. Los valores dol módulo de elasti- 
cidad E se dan en el gráfico. 

4) ¿En qué por ciento disminuirá la reserva do estabilidad, si la 
temperatura aumenta de 300 K a 600 K? 

2) Hallar la temperatura límito que provoca en la barra la pérdi- 
da de su estabilidad. 
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Para el problema 7.17 


el problema 7.48 


7.18*, La cubierta y el recipiente de un tanque cilíndrico verti- 
cal están apoyados sobre cuatro columnas. Los apoyos del tanque le 
impidon todo desplazamiento salvo los axiales. La masa del recl- 
piente lleno de un producto criógono es igual a M = 100 toneladas. 
Para compensar las deformaciones térmicas, las columnas de apoyo 
del recipiente poseen articulaciones esféricas en las partes superior 
einferior. Las columnas están hechas de un tubo de10 cm de diámetro. 

Determinar el grosor h de éstas a partir de su estabilidad. Consi- 
derar que el coeficiente de irregularidad de la distribución do las 
cargas gravitacionalos sobre las columnas es igual a k == 2. So supono 
que el factor de reserva de estabilidad es igual a mo; uN 
material de las columnas es acero, E = 2-10 MPa, Oprop == 240 MPa. 


$ 2. Estabilidad tras los límites de elasticidad 


7.49. Una barra de longitad 1 = 1,2 m con los extremos articula- 
dos so comprime por la fuerza P. Hallar la carga admisible si la reser- 
va de estabilidad es igual a n = 2 on los casos siguientes (véase la 
fig: del problema 7.1): 1) la'sección es circular, d = 60 mm, 2) la 
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«sección es cuadrada, a = 45 mm, 3) la sección es rectangular, 2/9 = 
=2, d = 50. mm, 4) la sección es de doble T, perfil N* 22m. Elmate- 
rial es acero; E = 2:40 MPa, Oprop = 200 MPa, 0 = 240 MPa. 


Ser MPA 
280 


Para el problema 7.19 


Indicación, Cuando la flexión longitudinal se produce fuera de los límites 


de proporcionalidad (Joy > Oprop), la tensión eítica vor se calcula por la 1ón= 
mula linea 


or = (300 — A) MPa, 


donde A es la floxibilidad de la barra. 

'Si Gor, calculada por esta fórmula supera el límite de fluencia 041, la ten= 
sión crítica se toma igual a 07 

Dor Op 

7.20. Al calcular la resistencia del casco de un barco es necesario 
comprobar la estabilidad de su cubierta; en determinadas posiciones 
del barco con respecto a las crestas de las olas la cubierta resulta 
comprimida. Determinar la tensión crítica de los paneles compuestos 
por nervios de refuerzo dispuestos a lo largo del barco y franjas del 
revestimiento wnidas a ellos. 


% 120 180 
12 


2) y) 20 


Para el problema 7.20 


Los elementos son de acero, E = 2,1 -10% MPa, 01, = 260 MPa, 


Gprop = 220 MPa, Si ver< 01 Y Ver> Oprop debe utilizarse 1 
Era 0er = (810 Par ron utilizarse la 


Las secciones de los paneles están representadas en las figs. a — 
—d; las Jongitudes de los paneles (espacios entre las cuadernas) son 
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iguales respectivamente a 0,7 m, 0,8 m, 1 m1, 1,2. Considerar que los 
extremos de los paneles están articulados. 

7.21. Las barras 1 y 2 de una armadura plana trabajan alternati- 
vamento a tracción y a compresión on función de la dirección de la 
carga exterior. La barra 7 (desmontable) está fabricada de acero ale- 
ado (acero al cromo-manganeso-silicio), cuya sección transversal es 


Para el problema 7.21 


un tubo 38/35. La barra 2 es de duraluminio y está hecha de un perfil 
prensado de sección doble T. El momento de inercia de la sección 
respecto al eje es J, = 5,10 cm*, el área de la sección es P = 2,54 cm", 
Considerar los extremos de las barras articulados. Determinar la 
fuerza crítica en flexión longitudinal. 

et Eine: Calcular las tensiónes críticas mediante las fórmulas lineales 
(en MPaj: 

para el acero al cromo-manganeso—silicio Ip = 1000 — 5,2%, 

para el duraluminio 0 = 400— 3,334, 
7.22. El brazo de una grúa móvil de edificación consta de dos 
angulares 100 x 40 X 5. Los angulares están unidos por listones. 
Determinar la carga de compresión admisible sobre el brazo, exami- 
nando la:estabitidad del brazo yla de-un angular de longitud] entre 
dos listones. El factor de reserva de estabilidad es igual an = 5. 

Considerar que los :extremos del brazo están empotrados en e) 
caso de flexión en el planó del reticulado y articulados cúando la 
floxión es perpendicular a este plano. Considerar que el angular den- 
tro de los límites del panel tiene apoyos articulados. El material es 
acero. Al determinar la tensión crítica hacer uso de las indicaciones 
del:problema 7.19. La influencia que ejerce la fuerza cortante sobre 
la carga erítica se despreciá. 
7.23, La barra tubular de la bancada — soporte del motor de un 

avión:está fabricada de acero al cromo-molibdeno. Las dimensiones 
dexla sección transversal son: el diámetro exterior d = 45 mum, el diá- 
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metro interior d, = 42 mm. La longitud de la barra es 1 = 0,8m. 
Determinar la fuerza crítica utilizando la fórmula 90 = 1000— 
—0,11 h 


Para ol problema 7.23 


7.24. Determinar la carga crítica de una barra de sección rectan- 
gular con los extremos rígidamente empotrados. La longitud do la 
Barra es 1 = 0,8 m; el grosor,  = 2 cm, el ancho, b = 5 cm. El mato- 
rial de la barra es acero pobre en carbon = 2,1 -10* MPa, 01, = 
= 280 MPa, Oprop = 220 MPa. 


Indicación, Las tenelones críticas se determinan mediante la fórmola 
1 
de A 


donde y = on/op, om = ME/AS, 


7.25. Una barra comprimida con apoyos articulados en sus extre- 
mos está compuesta de perfiles on U iguales, unidos entre sí con lis- 
tones. Determinar el módulo resultante 7 y la posición del eje neutro 
cuando la flexión de la barra se produce alrededor del eje Oy (distan- 
cias h, y ha), si el módulo de elasticidad en la zona de tracción es igual 
a E y el módulo «tangencial» en Ja zona de compresión es Etang = 
= do/de o E = tga; Es =tg0, (vénse la figura). La distancia 
entre los centros de gravedad de los perfiles en Ú es igual a h. 

Al calcular el momento de inercia de toda la sección, el momento 
de inercia de la sección del perfil en U respecto a su eje central yy se 
desprecia. La influencia de la fuerza cortante igualmente se despro- 
cia. 

7.26. Un puntal comprimido de longitud 1 = 2,6 m compuesto 
de dos pérfiles en U tiene los extremos articulados, Determinar la 
fuerza crítica, utilizando Ja fórmula obtenida en el problema 7.24, 
que contiene el módulo resultante 7. La influencia de la fuerza cortan- 
te se desprecia. 


10% 147 


El diagrama de compresión del material del puntal está ropresen- 
tado en la figura por una línea quebrada, el módulo «tangencial» es 
al mismo tiompo igual a E, pg = 0,5 E; E = 2:10* MPa. Comparar 
el resultado con el valor de la fuerza crítica que se obtene por medio 
de la fórmula de Yasinski 071 = (338,7 — 1,48 2) MPa, así como la 
que se obtiene (convencionalmente) por la fórmula de Euler. 


a 9 Y 110 
oz 
E 
el 
% 30m 
+ 
Para ol problema 7.25 Para el problema 7.26 


7,27. Una armadura está compuesta de tubos de acero al cromo-= 
manganeso-silicio con límite de resistencia a la rotura igual 
a 700 MPa. Una de las diagonales comprimidas es de longitud l= 
= 0,6 m; ol diámetro exterior es d = 30 mm, el grosor de la pared, 
£= 1 mm. Determinar la fuerza crítica, considerando que los oxtre- 
mos de la diagonal están articulados. Utilizar (convencionalmente) 
la fórmala del módulo resultanto deducido en el problema 7.25. 
El módulo de elasticidad es E =2,1 -105 MPa hasta el límite de elas- 
ticidad So1as = 450 MPa, y el módulo «tangoncial» es Erang => 
== (),7 E cuando la tensión es más alta. ¿Cuál será la fuerza crítica, 
si en la fórmula de cálculo el módulo 7 se sustituye por el módulo 
«tangencial» Erang? 

7.28. La carga crítica sobre una barra con extremos articulados es 
igual a Pop = 200 kN. La longitud de la barra es 2 =0,4 m. El 
material de la barra es acero; £ = 2,1.105MPa, o; = 1 100 MPa, 
Sprop_= 750 MPa. 

¿Cuántas veces aumentará la carga crítica, al aumentar el área de 
la sección transversal dos veces, si la sección de la barra es: 
a) cuadrada, b) circular, c) tubular, con una relación de diámetros 
d/D = 0,8? 

, Indicación. Si 091 > Oprop utilizar la fórmula 


Cep == (1400—6,65 A) MPa. 


7.29. Es necesario fabricar una barra del duraluminio o acero al 
cromo-manganeso-silicio que soporte una carga de compresión P = 
= 400 kN y sea de peso mínimo. La barra debo toner la sección trans- 
«vexsal.cuadrada:y ser de longitud 1 = 0,5 m. Los extremos de la ba- 
Fra-están rígidamente empotrados. Para el acero: E = 2,1 -105 MPa, 
9; 5 1400 MPa, Oprop = 750 MPa, p=7850 kg/m", para el duralu- 
minio: E =:0,72.% 20% MPa, 0; =400 MPa, Oprop =200 MPa, 
p = 2700 kg/m, 
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Seleccionar el material y hallar las dimensiones de la sección 
transversal de la barra. 
Indicación. Es preciso calcular las tensiones críticas mediante las fór- 


mulas (en M 
vara el = 1400 — 6,65», 
33%. 


Vara ol duretuoinio 07, se 400 — 3] 


$ 3. Cálculo de la estabilidad (flexión longitudinal] 
Por las normas del' diseño estructural dl 


7.30*, Un tanque para guardar derivados del petróleo “está 
apoyado en ocho columnas de sección tubular. La masa del tanque 
lleno del producto es igual a M = 3500 t. La longitud de una colum- 
na de apoyo es:1 = 10m, su diámetro, d = 0,6 m. El recipiente y las 
columnas son de acero con una resistencia de cálculo igual al Mímito 
de fluencia 01 = 200 MPa. El coeficiente de irregularidad en la dis- 
tribución de los esfuerzos sobre las columnas es ky1a = 2. De acuerdo 
con los cálculos preliminares se eligió cl grosor de la pared igual 
a 35 mm. Comprobar el coeficiente de seguridad de la contsrucción 
de apoyo a partir de los cálculos de la estabilidad (flexión longitudi- 
nal), utilizando la tabla de coeficientes q de disminución de las 
tensiones admisibles, A] determinar la tensión admisible nominal, 
el coeficiente de seguridad según el límite de fluencia se debe conside= 
rar igual a n;, = 1,5. Comprobar la estabilidad de la construcción 
de apoyo, suponiendo que el coeficiente de seguridad mínimo es 
igual a 2 


SS] l 
Lati is 
a! Aral 
2 4) 


Para el problema 7.31 


7.31*. El brazo AB de una grúa está compuesto por cuatro angu- 
lares equilátoros iguales unidos por una celosía. Las dimensiones 
exteriores de la sección del brazo en la parte media DG son constan- 
tes, pero hacia uno del los extremos las mismas disminuyen Jineal- 
mente. Las dimensiones de Ja sección de la parte media están indi- 
cadas en la figura, y las de los apoyos, en la fig. b. El brazo es de 
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acero, cuyo límite de fluencia es dq, = 240 MPa. Determinar el per- 
fil del angular por medio del cálculo de la estabilidad, teniendo 
solamente cn cuenta Ja acción de la fuerza axial de compresión 
P =22 kN. 

Al examinar la flexión del brazo en en plano ABC, considerar 
que sus extremos están articulados; si lo que se estudia es su flexión 
en el plano perpendicular al primero suponer que sus extremos están 
empotrados. La influencia de la fuerza cortante se desprecia. 

Indicación. Al determinar -la longitud reducida del brazo, teniendo en 


cuenta la variación del momento de inercía de la sección, hacer uso de la tabla 5 
del anexo. 


7.32. Una diagonal comprimida de la armadura de un puente 

so compone de dos angulares desiguales 100 x 63 X 8. Los angulares 

están unidos por listones. La longitud de la 

¡Y diagonal es igual al=4,2 m. Dotermi- 

nar la distancia (libre) a entre los angu- 

lares, si la reserva de estabilidad en ol 

sentido de los ejes centrales principales 

permanece invariablo. Hallar la carga 

admisible. 

ás Los extremos de la diagonal se con- 

dd e sideran semiempotrados (el coeficiente de 

Para el problema 7.82 reducción de la longitud es igual a 

1//2). La influencia de la fuerza cortante 

se desprecia. El material de la armadura es acero con una tensión 

do cálculo igual al límite de fluencia 0; =280 MPa. Considerar 
el factor de reserva de estabilidad igual a no = 2. 


$ 4. Uso de métodos aproximados de cálculo 
de la estabilidad de barras y sistemas de barras 


7.33*, Haciondo uso del método de aproximaciones sucesivas 
y comparando las flechas en el centro, determinar el valor aproxi- 
mado de la fuerza, crítica de una barra de sección constante con 
apoyos articulados en sus extremos. 

Como línea básica del eje curvado de la barra pueden ser tomadas: 
a) la línea: quóbráda :compuesta de dos segmentos rectos, como la 
ropresentada en la figura a; b) la curva de flexión de la viga como re- 
sultado de la acción de uná carga uniformemente distribuida (fig. b). 
Observar la variación de la forma de la línea elástica; comparar los 
datos con la solución exacta. 

7.34%. Por el método energético, determinar el valor aproximado 
de la fuerza crítica de una barra con apoyos articulados en sus extre- 
mos, considerando «que la línea elástica tiene. la forma de: a) una 
parábola, v =< (lz— 2%); b) la curva de pandeo de una viga, por 
acción. de una carga uniformemente distribuida v = c (Pa — 
—2l2? + 2%). 
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Resolver el mismo problema mediante el método de Bubnov — 
— Galerkin. Comparar los resultados con la solución exacta, así como 
con la solución mediante el método de aproximaciones sucesivas, si 
las curvas. básicas se definen por las mismas ecuaciones. 

7.35*. Determinar el valor aproximado de la fuerza crítica de. 
una barra de rigidoz EJ y longitud l, con apoyos articulados en sus 
extremos, usando el método de «catenaria-articulada elástica», es 
decir, sustituyendo la barra elástica por unos cuantos elementos arti- 
culados elásticamente. El ángulo de giro recíproco de, dos elementos 
contiguos a la articulación es proporcional al momento flector M, 
y = CM. Al dividir la barra en n partes iguales, considerar el coefi- 
ciente C igual a 1/(nEJ). 


Al 


Para el problema 7.33 Pora el problema 7.36 


Examinar los casos cuando n =2,n=3, n= 4. 

7.36*. Una barra comprimida por fuerzas P está compuesta do 
varias partes cilíndricas de secciones transversales diferentes. Los 
momentos de inercia de las secciones de las partes extremas son igua- 
les a i, el de la parte media es igual a J. Hallar la fuerza crítica, 
expresándola por la fórmula 


Per = PEJIO, 
donde A* es un cocficiente que depende de los parámetros de a = 
= i/J y P. Resolver el problema por el método de aproximaciones 


sucesivas en dos suposiciones: 
a) la curva inicial es una parábola 


o=L (22) 
b) la curva inicial es una sinusoide 


v=/sn IP. 


Determinar la fuerza crítica para los casos: 1) + =0,2 $ = 
=0,2 2 a =0,4 B =0,2 3) a=0,6, $ =0,6 y comparar el 
resultado con la solución exacta. 

7.37*. Una barra de sección constante y longitud ?, con apoyos 
articulados en los extremos, ostá comprimida por dos fuerzas igua- 
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les P, una de las cuales está aplicada a igual distancia de los apoyos. 
Hallar el valor aproximado de la fuerza crítica utilizando el método 
de aproximaciones sucesivas, considerando que la sinusoide y = 
= f sen (1a/1) es la curva inicial. Comparar las flechas en el punto 
medio de la barra. 


P 
ie 
el 


Para el problema 7.37 Para el problema 7.38 


7.38. El momento de inercia de la sección transversal de una barra 
comprimida varía según la ley J (2) =J, 4x (1 — 2)/1*, dondo J, 
es el momento de inercia de la sección en el punto medio do la loz. 

Los extremos de la barra están arti- 
culados. 


Z 
ES url e Determinar la fuerza crítica por 
mL 11% ol método de aproximaciones suce- 

¡ y sivas y suponiendo que Ja línea elás- 


2 tica es una parábola v=f42 (1— 
Ea 477 —ayR, 
Pe y 7.39, Una barra de sección varia- 
ble soporta la compresión de las 
Para el problema 7.39 fuerzas concentradas P, y P, + Pyen 


las articulaciones de apoyo y de la 
fuerza P, en el punto medio de la luz. La barra está compues- 
ta de dos partes cilíndricas de igual longitud; los momentos de íner- 
cia de las secciones transversales son J, y Jy. 
Haciendo uso de método de aproximaciones sucesivas (en forma 
analítica), se pide determinar el valor aproximado de la carga crítica 
*P, + Py expresándolo por medio de la fórmula 


(PP, + Poe = PEJE, 
donde k* es un coeficiente que depende de los parámetros 
a=P NP + PD y BT lb. 


Considerar que la curva inicial es una parábola y = 4f (lx — 229/12 
y limitarse a una aproximación. Comparar las flechas en el punto 
medio de la luz. 
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Hallar el valor del coeficiente A? para los casos siguientes: a) a = 
= 2/3, P =3/2 b) a 1/2, B =2. Comparar los resultados com 
los valores exactos del coeficiente 4%. 

7.40*. Una barra comprimida con apoyos artienlados en sus: 
extremos tiene un apoyo elástico situado en el punto medio de la: 
luz o dos apoyos elásticos que dividen Ja luz en tres partes iguales. 
La rigidez del apoyo es igual a e. Determinar el valor aproximado: 
de la fuerza crítica Per por el método de «catenaria de articulaciones. 
elástica» (véase el problema 7.35), es decir, sustituyendo la barra por: 
un sistema de » elementos absolutamente rígidos unidos por articula- 
ciones elásticas, El ángulo de giro q de los elementas contiguos a la, 


HA 


Para el problema 7.40 


Considerar que cuando hay un solo apoyo elástico n =2y n= 3, 
cuando hay dos apoyos elásticos n = 3. Examinar separadamente: 
los casos de las formas simétrica y antisimétrica de flexión, al pro- 
ducirse la pérdida de estabilidad (véase la figura). Construir gráfica- 
mento la dependencia entre las magnitudes P.r/P y cl/Py, donde 
Pg es la carga euleriana para una barra no apoyada adicionalmente: 
Pp = MEJ/P, 

7.41*. Una viga de acero de sección U N? 8, de 3 m de longitud, 
comprimida por fuerzas P está fijada a dos vigas cruzadas de las mis- 
mas dimensiones. ¿Cuántas semiondas doben formarse al perderse la: 
estabilidad? Utilizando el gráfico dado en la solución del problema 
7.40, se pide determinar la carga crítica Per. 

¿Qué perfil mínimo debe usarse para las vigas cruzadas do mane- 
ra que éstas sean equivalentes a apoyos absolutamente rígidos? Los- 
extremos de todas las vigas están articulados; E = 2.10% MPa. 

7,42%. Calcúlese la estabilidad de la barra A situada en la zona 
comprimida del ala de cajón (larguerillo) de un avión. La longitud 
del larguerillo es 1 = 2 m; sus extremos se apoyan mediante articula- 
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«iones sobre apoyos rígidos; en la luz éste se sostiene por costillas 
transversales dispuestas a distancias iguales s = 0,2 m entre sí. Las 
«costiJlas pueden considerarsecomo vigas sobre dos apoyos (con apoyos 
articulados en sus extremos); su longitud es a = 0,5 m. El momento 


Para el problema 7.41 Para el problema 7.42 


«le inercia de la sección del larguerillo es Jar == 1 em; ol de la costi- 
la, 4504 = 0,1 cm%; ol módulo E = 0,7-10* MPa. 

Determinar la fuerza crítica Por del larguerillo y la longitud de 
la somionda al perder la ostabilidad !¿r, suponiendo que las fuerzas 
reactivas de las costillas tienon una dis- 
tribución continua a lo largo del lar- 
guerillo, 

7.43*. Un sistema de vigas cruzadas 
está compuesto por dos vigas de lon- 
gitud 3 2,, de rigidez on flexión E,J, com- 
primidas por las fuerzas P y dos vigas 
transversales de apoyo de longitud 3ly y 
rigidez E4Jy. Los extremos de todas las 
vigas tienen apoyos articulados. Deter- 

Para el problema 7.43 minar la carga crítica de las vigas 

longitudinales representándola por me- 

dio del parámetro nen la forma Per =nPEJ/£, Hallar la 

«igidez «crítica» mínima (E,J por a partir de la cual las vigas 

«le apoyo serán equivalentes a apoyos absolutamente rígidos. Cons- 

truic. el gráfico que expresa la dependencia entre el parámotro 
«ny la magnitud 


= Eve 
AA 
Resolver aproximadamente el problema por el método energético, 
representando. sucesivamente la línea elástica de la viga longitudinal 
por las ecuaciones siguientes: 
az 


1) 0=fsn E 2 v=/¿ son, 3) v= fan E 
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y la línea elástica de la viga transversal, en todos los casos, por la 
ecuación 


vs HE. 


7.44*. Dos vigas cruzadas de longitudes iguales 1 y de igual rigi- 
dez EJ con apoyos articulados en sus extremos están unidas entro sí 
en sus puntos modios. Una de las vigas está comprimida por la fuerza 
P y la otra, por la fuerza kP(el valor de k se encuentra entre 0 y 1). 
Determinar la fuerza crítica, representándola en la forma Por = 
=n*EJ/P, Construir el gráfico que expreso la dependencia de n2 
respecto a %. Resolver el problema medianto'el método energótico, 
considerando que Ja línea elástica es una sinusoide v = f sen (1/1). 


Para el problema 7.44 Pora el problema 745 


Componer la ecuación exacta para determinar la fuerza crítica, com- 

arando las reacciones y las flechas en el punto de contacto de las 

qe Comerobas la solución aproximada para el caso límite cuan= 
lod =0, 

7.45*. Una viga do longitud / y rigidez en floxión EJ está compri 
mida por las fuerzas P. El giro de cada uno de los extre- 
mos provoca una torsión de la viga transversal de longitud d y ri 
dez on torsión GJior. Doterminar la fuerza de compresión crítica, 
representándola en la forma P¿y = mn*EJ/I% hallando la dependen= 


cia del cooficiente m respocto al parámotro c = “fier LL. Exami- 


nar los casos límites cuando c = 0 y e=00, Resolver aproximada- 
mente el probleroa utilizando el método energético. Representar la 
línoa elástica en la forma 


v= f,sen 24H (1—cos aa ) o 


donde f, y f, son magnitudes independientes 

7.46. Un puntal absolutamente rígido BC está fijado sobre 
una viga de longitud 1 que se encuentra apoyada en los puntos A y B. 
La fuerza longitudinal P se transmite al puntal. La longitud de éste 
es a. Determinar la rigidez mínima (EJ)mía de la viga con la cual 
la forma rectilínea de la viga permanecerá establo. 
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Resolver el mismo problema para el caso de dos puntales rígidos 
BC y AD que soportan fuerzas P. Examinar dos variantes de flexión 
posibles: la simétrica (fig. 5) y la antisimétrica (Mg. c). 


Para el problema 7.46 


7.47*. Una viga de sección constante está empotrada en un 
extremo; en el extremo libre, al producirse flexión, comienza a ac- 
tuar una fuerza proporcional a Ja flecha: Q=cf. Determinar el valor 
mínimo del coeficiente e con el cual Ja forma rectilínea do Ja viga 
sorá inestable. 


po aa 
ke ¿ARA 


Para ol problema 7,47 Para el problema 7.48 


7.48. Una viga de rigidez constante EJ y longitud 1 tiene apoyos 
articulados en sus extremos. Al producirse la flecha, comienza 
a actuar una carga distribuida a lo largo de toda la viga y pro- 
porcional' ala flecha; q = ku. Determinar el valor mínimo del 
coeficiente k con el cual la forma rectilínea de la viga será inestable. 

7.49*, Una viga de duraluminio con apoyos articulados en sus 
extremos está unida a:dos láminas onduladas; la unión puedeconside- 
rarse articulada, puesto que en el lugar de contacto de éstas con la 
viga la rigidez en flexión de la lámina es muy pequeña. Las láminas 
transmiten una carga de compresión distribuida cuya' intensidad li- 
neal es p.= 1,5-kN/m. Los bordes cargados de la lámina se encuen 
tran dentro del plano dela construcción. Determinar el momento de 
inércia mínimo de la sección transversal de la viga con el cual' su: 
forma rectilínew será estable. La longitud de la viga es 1 = 1,5 m, 
la longitud de cada lámina es a = 0,3 m; E =0,7-10% MPa. 
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7.50*. Una barra de duraluminio 4 B:está articulada en sus:extre- 
mos. En los puntos C y D la barra está unida con barras compri- 
midas por las fuerzas S = 80 kN. La unión de la barra 48 con las 
porpendiculares puede considerarse como :articulada. Determinar :el 
momento de inercia mínimo de la sección de la;barra.4.B con ol:cual 
su forma rectilinea será estable; E = 0,7-10% MPa. 


¿5H r0 
ne lo to 
Para el problema 7.49 Para el problema 7.50 


7.51*, Una viga de sección en U (perfil N? 8) quo descansa sobre 
tres apoyos se comprime por la fuerza P. Viene dado: E = 2-10' MPa, 
00 = 210 MPa. Determinar la fuerza crítica Por. 


4 a Le 


pzas gres 


Para el problema 7.51 — Para el problema 7.52 Para el problema 7.59 


7.52*., Una barra elástica de diámetro 16 mm tiene en sus extre- 
mos apoyos articulados. Uno de los apoyos es fijo y el otro, elástico. 
La rigidez del apoyo elástico es igual a e N/m. Determinar la carga 
crítica P ¿y cuando E = 0,7-105 MPa. Hallar el valor mínimo de la 
rigidez c, del apoyo elástico (srigidez crítica») con la cual en el mo- 
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mento de perdes la estabilidad el apoyo elástico no se desplaza y pue- 
de considerarse como absolutamente rígido, 

7.53. Una barra de duraluminio fijada en sus extremos median- 
:ulaciones a dos apoyos elásticos se comprime por las fuerzas P. 
¡gidoz de los apoyos es cy = 4 kN/m y cs = 8 kN/m. La sección 
transversal de la barra representa un círculo! de diámetro d = 16 mu; 
la longitud de la barra es 1 = 0,6 m. Determinar la carga crítica 
Pe, y la forma de la pérdida do estabilidad; E = 0,7-10% MPa. 

7.54*, La barra vertical BD de acero comprimida por la fuerza P 
está apoyada en el punto B y articulada en D a dos tirantes de dura- 


Para el problema 7.54 Para ol problema 7.55 


Juminio. El área de Ja sección transversal de la barra BD es F, == 
= 30 cm?; el momento de inercia de la sección respecto al eje per- 
pendicular al plano de la figura, J, = 120 cm; la longitud, l= 
= 1,2 m, el módulo de elasticidad del acero, E, = 2,2:10% MPa. 
el límite de elasticidad, 0, = 700 MPa. El área de la sección trans- 
versa del tirante es F¿ = 0,6 cm*, el módulo de elasticidad del dura- 
luminio, Eq = 0,7:10% MPa. La flexibilidad do los tirantes es tan 
grande que ellos trabajan solamente a tracción. Se considera que los 
tirantes quedan unidos a la barra después de aplicar a ósta la carga 
de compresión P. El desplazamiento de Ja barra fuera de su plano 
común: con los tirantes se descarta. Determinar ol valor crítico de la 
fuerza P cón el oual la barra comprimida vuelca; comparar esta 
fuerza con la magnitud de la carga de Euler cuando la barra se encuen- 
tra: en floxión longitudinal en la longitud BD. 

7.55%, En una construcción com puesta por un revestimiento cilín- 
drico circular y nervios dispuestos a corta distancia, cada ner- 
vio está sometido a-la acción de la fuerza de compresión P. Deter- 
minar 'la fuerza'crítica Pr del nervio, considerando la influencia 
del revestimiento, “si todos los nervios se curvan de igual modo en 
séntido radial. Para los nervios el revestimiento es una especie de 
hase elástica; determinando la carga reactiva lineal hace falta tomar 
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en cuenta solamente la tracción del revestimiento en el sentido del 
arco, el cual es resultado de la flexión del nervio. 

La distancia entre dos nervios contiguos, medida por el arco, es 
igual a s, el grosor del revestimiento es t. Los extremos de los ner- 
vios tienen apoyos articulados. La dependencia entre la tensión 
en el revestimiento, que actúa por él arco, y la deformación corres- 
, pondiente se define por. el módulo E. A 

7:56, Una palanca rígida: de longitud a = 0,5 m. está unida a um 
árbol de acero de sección circular (G =8-+10* MPa) el cual está 
apoyado en el lugar de unión con la palanca y empotrado en el'ótro- 
extremo. La palanca está sometida a la acción de una fuerza longi- 
tadinal P. E AE: 

1) Determinar el valor crítico dé lá Hierzá P'¿ón el cial la palan- 
ca estará en equilibrio en una posición desviada, de Ja vertical «y el 
árbol se someterá a, torsión; en este caso el ángulo de giro y de la 
palanca se considero muy pequeño y en la expresión del momento 
de la fuerza P respecto al eje de rotación se supone sen q = q. 


di 20m 


ñ 


dns 


Para el probloma 7.55 Para el problema 7.57 


2) Mostrar que si a sen q le asignamos un valor más exacto sen q = 
== — q*/31 obtendremos una concordancia rigurosa entre lo 
magnitud de la fuerza P y el ángulo de torsión del árbol dospués de 
a in pstabilidad, 

3) Hallar la magnitud de P para los siguientes ángulos de torsión 
(en radianes): 0,1; 0,15; 0,2. Construir el gráfico Pg). 6 
_ 4) Determinar el valor de la fuerza P necesaria para que la ten- 
sión tangencial máxima alcance el límite de elasticidad Teja = 
= 160 MPa. SR 
_ 7,57. Una barra de duraluminio de sección transversal circular 
tiene apoyos articulados y su forma representa dos conos truncados 
iguales unidos por sus bases mayores. La longitud 
a El de la barra es 

1) Determinar el diámetro de una barra cilíndrica circular de la 
misma longitud y de igual estabilidad. 


159 


2) ¿En qué por ciento será más pesada la barra cilíndrica en com- 
paración con la barra de sección variable? 


Indicación. La fuerza crítica de la barra de sección variable se define me- 
diante la fórmula 


Por =EPg, 


donde Pg =:*EJy/E, E=1(J,/J0). En este ejemplo E =0,415, Ja es el 
Tuomento de inercia del área de la sección transversal cuyo diámetro es igual 
a de, Y, es el momento de inercia del área de la sección transversal cuyo diá- 
metto Es igual a dy. 


$ 5. Flexión transversal y longitudinal 


7.58*, Un voladizo está sometido a la acción simultánea de una 
fuerza de compresión longitudinal N y de una carga transversal. 
Doterminar la flecha máxima f y el momento flector máximo para 
tres variantes de la carga transversal. Introducir la designación 
k2 = NES). Considorando N => O, se pide comprobar el paso a las 
fórmulas conocidas de / y Mmax en caso de una carga transversal, 
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Para el problema 7.58 Para el prollema 7.50 


7.59, Resolver el problema anterior, suponiendo que la fuerza 
es de tracción. Conservar la designación k = Y NET). 

7.60. Una viga comprimida por la fuerza N está sometida a la 
acción de una carga transversal. Hallar la ecuación de la línea elás- 
tica y la ley de variación del momento flector para las variantes de 
carga transversal representadas en la figura. Para las variantes de 
carga b, c, d se pide determinar también la flecha y el momento 
flector. máximo. 

Tntroducir las designaciones 


NN Sm 
Jr VÍ a 


aquí Ny es la carga de Euler. 

7.61%. Una viga de longitud 1-tiene apoyos articulados en sus 
extremos, se comprime por una fuerza Y y soporta una carga trans- 
versal P. Determinar el valor aproximado de la flecha f aprovechando. 
el método energético y considerando que la línea elástica es una 
sinusoide. La carga transversal P está: a) concentrada en el punto 
medio de lá luz, b) uniformemente distribuida a lo largo do la viga. 
¿Esmo variarán las fórmulas obtenidas, si la fuerza N es de trac- 
ción: 

¿De qué modo se pueden unificar las fórmulas obtenidas, si de- 
signamos con firans la flecha debida a la carga transversal? 

7.62. Una barra de longitud 1 = 1 m soporta una carga longitu- 
dínal de compresión N = 5 kN y una carga transversal uniforme- 
mente distribuida q = 0,5 kN/m. Los extre- 
mos de la barra están articulados. La rigi- 1d 
dez de la barra es EJ = 10 kN+m?. 

Doterminar el momento flector máximo: 

a) con ayuda de la fórmula exacta (como 
on ol problema 7.60), b) por medio de la fór- 
mula aproximada del problema 7.61. > 

7.63*, Una viga de acero do sección doble 
T con apoyos articulados en sus extremos está 
sometida a compresión excéntrica por fuerzas 
N. El punto de aplicación de la fuerza NV se 
encuentra sobre el eje (como está indicado 
on la figura) a una distancia e=1 cm a 
partir del centro de gravedad. La longitud de 
la viga es 1=51m, J,=727 cm!, W,= 
=099,6/c0m*, F=102 cm*, E=2,1-10% MPa. 

Detorminar la flecha vp*z y la tensión Para el problema 7.63 
normal máxima Omáx en la sección media de 
la viga cuando la fuerza tiene los valores siguientes (en kilonew- 
tous): 10, 25, 50, 75, 100, 200, 300, 400. El límite de elasticidad 
OS So1as = 200 MPa. 

Construir el gráfico de dependencia de máx Y Tmáx respecto 
a la fuerza de compresión V. Indicar en el gráfico el valor de la fuerza 
de Euler Ny. 

7.64*, Una barra de duraluminio de longitud 1 = 0,5 m con un 
extremo empotrado soporta la compresión de una fuerza N =2 kN 
aplicada con una excentricidad e = 3_cmi respecto al centro de gra- 
vedad de la sección. El momento de inercia de la sección es J = 
== 1 cm': Determinar el momento flector máximo; E = 7 :10* MPa. 

7.65*: Una barra de longitud 1 con apoyos articulados en sus 
extremos está sometida a compresión por fuerzas Y aplicadas en el 
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eje principal de la sección con una excentricidad e respecto al centro 
de gravedad de Ja sección. El valor de Euler de la fuerza crítica os 
Ny = MEJIR. 

Utilizando el método de aproximaciones sucesivas y eligiendo 
como línea elástica inicial la sinusoide vy = f sen (1/1), so pide de- 
terminar la flecha máxima f correspondiente al valor dado de la 
fuerza N < Np para el caso de la deformación elástica, limitándose 
a una sola aproximación y comparando las flechas en el punto medio 
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Pora el probloma 7.05 Para el problema 7,6% 


de la luz. Hallar el valor aproximado de f por los datos del proble- 
ma 7.64 y compararlo con la solución exacta obtenida en el pro- 
blema 7,03, 

7.66*. Una barra de longitud 1 de sección transversal rectangular 
bxh está sometida a compresión excéntrica por la fuerza N; el 
punto de aplicación de la fuerza se encuentra sobre cl eje de simotría 
de la sección paralelo al lado h a una distancia e del centro de gra- 
vedad. Suponiendo que la sinusoido 


v= es Fe 


ia. ont. s 
K ¡cero (E, = 2,1,-105 MPa) de 1,5,m de longitud 
soporta una fuerza de. compresión: N que actúa con una excentricidad + 
inar, la-cárga, de compresión, admisible N aa 

partiendo de,la condición de que 
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01 = 240 MPa. Resolver el problema-con ayuda-de:: a) la fórmula; 
exacta hallada en el problema 7.63, b),la fórmula' aproximada del. 
problema, 7.66. z 
7.68*.. El eje de una viga de acero de perfil.U:N”8.de longitud', 
1= 2 m con apoyos articulados en sus extremos tiene una,curvatura. 
inicial en el plano de la rigidez mínima de/acuerdo con la ecuación 


nz 
vo=foson 12, 


donde fo =2 cm. La viga está comprimida por“una fuerza-N = 
= 24,3 kN, Determinar la flecha máxima f-correspondiente a la 
acción de la fuerza NV, así como las tensiones máximas:en la-sección 
media; £ = 2:10* MPa, el límite de elasticidad es O e1as = 220 MPa. 
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Para el problema 7.67 Para el problema 7,09 


7.69*. Una barra de paredes delgadas comprimida tiene la sección 
transversal representada en la figura. El área de la sección es F == 
= 2,3 cm?; el radio de giro, ¿, = 0,96 cm; el módulo resistente, 
W, = 1,43 cm”. La longitud de la barra os 1 = 120 em. Determinar 
la capacidad portante do la barra, considerando que la excentricidad 
de la carga es e = 1 mmy la curvatura-a lo largo del tubo tiene una 
flecha máxima f, = 2 mm. Se supone que la capacidad portante de 
la barra está agotada, si la tensión máxima en la zona comprimida 
llega al límite de fluencia Oy. El material es acero; E = 2,2 X 
x 10% MP, 91; = 320 MPa. Hacer uso de la fórmula aproximada 
para la flecha obtenida en la respuesta del problema 7.64 

¿Cuál será la capacidad portante de una barra de longitud 1 
aumentada 'vez y imedia? Las: deformaciones dentro de los límites 
0 < 04, se consideran elásticas. 

7.70. Una viga de'2 m de longitud está simultáneamente some= 
tida ala acvión de una fuerza de compresión N = 100kN, una carga 
transversal de intensidad g = 2 kN/m y momentos en los extremos 
M, = 0,8 kN=m.y: My = 0,5 kN »m. El momento-de inercia de la 
sección es J = 828 cm*. Constrnir los' diagramas de-Jos momentos* 


sde 103* 


flectores. Determinar las magnitudes del momento flector máximo. 
La viga está fabricada de material de composición, E = 1+10* MPa. 

7.71*. La sección de una viga de duraluminio está compuesta de 
dos angulares bulbosos. Para cada angular J, = 0,333 cm*, W, = 
== 0,278 cm, F.=0,64 cm*, El límite de elasticidad Uam = 
= 200 MPa, E = 7-10! MPa. Determinar el momento flector sobre 


Para el problema 7.70 Vara el problema 7.74 


el apoyo medio M y; construir el diagrama de los momentos flectores 
y hallar la tonsión normal máxima. 

7.72. La carga P situada sobre el punto medio de la luz de una 
viga do longitud 1 efectúa oscilaciones propias. La viga está com- 
primida por fuerzas V. Determinar el valor aproximado de la fro- 
cuencia w de oscilaciones propias, sustituyendo la viga por una cate- 
naria articulada compuesta «le n elementos rígidos unidos medianto 
articulaciones elásticas. El ángulo de giro p en cada articulación 
es proporcional al momento flector M: y = MU(nEJ), donde EJ 
es la rigidez do la viga. Examinar los casos cuando n = 2 y n = 3. 


$ 6. Métodos numéricos. Empleo de ordenadores 


77.73*. Determinar el coeficiente k* en la fórmula do la fuerza 
crítica Por =-W*EJ/B en el caso de una barra de sección constante; 
“comprimida centralmente, utilizando el método de elementos finitos. 
a base del principio variacional. Representar la flecha de una parto. 
aislada dol elemento finito en forma del polinomio v = % + 05 + 
+ 045? + ago, donde s =z/a es una coordenada adimensional que 
So cuenta a partir de uno de los extremos-del elemento; a es la-lon- 
gitud del .elemento., Examinar, el caso cuando los. extremos de la 
Parra están empotradossuponigndo en la primera aproximación que: 
el número de elementos finitos esigual a n=. 2. -.* 

+: Jndicación:* Este “problema y los dos tes pueden ser resueltos sin 
«emplear ordenador. ¡como ¿está indicado, 'en ¡1a- solución E 
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7.74%. Resolver el problema 7.73 para el caso de una barra igual, 
pero con apoyos articulados en los extremos. :. “e , 
yw. 7.75%. Examinar un problema del tipo 7.73, considerando que 

un extremo .de la barra tiene apoyo articulado y el otro se encuentra 
empotrado. £ s 

7.76% Por medio de un ordenador se pide resolver el problema 7.73 
en una aproximación más alta, considerando que el número ¡de ele- 
mentos finitos es n= 6. 

7.77*. Examinar el problema 7.73 suponiendo que el número 
de elementos finitos es igual a: a) n= 10, b) n= 16, c) n= 20. 
Al comparar los resultados, se pide demostrar que, resolviendo el 
problema por medio del método de Ritz, obtendremos unos resulta- 
dos más exactos si aumentamos el número de elementos finitos. En 
este caso la aproximación tiene lugar desde «arriba». 

7.78*, Resolver el problema 7.74 para una barra que tiene apoyos 
articulados en sus extremos, suponiendo que el número de elementos 
finitos es igual a n= 

7.79*. Examinar el problema 7.74, considerando que el número 
de elementos fínitos es igual a n = 10, 

7.80*, Resolver el problema 7.73 para una barra empotrada 
por sus extromos por el método de diferencias finitas y suponiendo 
que el número de intervalos a lo largo de la barra es igual a n =7, 
n= 411, n= 17, n= 21. Comparar los resultados obtenidos con la 
solución exacta. 

7.81*. Examinar el problema 7.74 para una barra con apoyos 
articulados en sus extremos, empleando el método de diferencias 
finitas con el mismo número de intervalos que en el problema 7.80. 

7.82*, Resolver el problema 7.75 referente a una barra con un 
extremo articulado y el otro empotrado, empleando el método de 
diferencias finitas con el mismo número de intervalos que en Jos 
problemas 7.80 y 7.81. 

7.83*, Resolver el problema 7.39 acerca de la estabilidad de una 
barra de sección variable expuesta a la acción de una fuerza axial 
variable a lo largo de la misma, utilizando el método de elementos 
finitos. Dividir la barra en dos elementos finitos de longitudes 
iguales. Examinar dos variantes de relación entro los parámetros 
que determinan las distintas partes de la barra según los datos del 
problema 7.39. 

7.84*. Una barra empotrada en sus extremos está sometida a la 
acción de una carga axial P == Fet que crece rápidamente con el 
tiempo, donde c == 10% MPa/s es la velocidad de crecimiento de la 
tensión en la sección transversal; F, el área de la sección. Por el 
método de elementos finitos, determinar la carga dinámica Pam 
(respecto a la magnitud estática de Euler Pg) a causa de la cual tiene 
lugar un crecimiento catastrófico de las flechas. Considerar que en 
el momento inicial la barra tiene una flecha sumamente pequeña 
del orden de 1-10" m distribuida a todo su largo en forma de pérdida 
estática de estabilidad. Es preciso tener en cuenta que la forma de la 
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flexión lateral con el crecimiento rápido de la carga puede distinguirso 
considerablemente del caso de la carga estática. Dividir la longitud 
de la barra on seis elementos finitos do dimensiones iguales. Componer 
el programa para resolver el problema con ayuda del ordenador. 
Suponer que la barra es de 1 m de longitud y su sección es circular 
de 1-10-* m de diámetro. La barra es do acoro, su densidad es p = 
= 8 t/n, el módulo de elasticidad es E = 2,1-10% MPa. 


CAPITULO 8 


BARRAS DE CURVATURA GRANDE. 
CILINDROS DE PAREDES GRUESAS 


$ 1. Barras de curvatura grande 


8.1*. Comprobar la resistencia por la socción AB de una bántada 
moldeada de acero de una remachadora. Las dimensiones se dan en 
la figura. La tensión admisible es [0] 90 MPa. 

8.2*. Examinar qué error en la mágnitud de la tensión normal 
máxima dará la fórmula aproximada utilizada para determinar la 
distancia e entre el contro de gravedad de la sección y el eje neutro 
en el caso de flexión pura de una barra de sección rectangular cuando 
'R= 0,5. La fórmula aproximada tiene la expresión 


Para el problema 8.1 Para el problema 83 


8.3*, Comprobar la resistencia de un gancho sometido a la acción 
de una carga P =23 kN; R, =3 cm, Ry=12 cm, b,=4 cm, 
b, 2 cm. La tensión admisible es [o] = 90 MPa. 

8.4*, Determinarla carga admisible que puede soportar un gancho 
fabricado de una barra de acero de diámetro d =20 mm; R= 
=30 mum. El límite do fluencia es 01,270 MPa, el factor de seguridad 
es my =1,5. 

8.5*, Determinar a qué magnitud A se pueden separar los extre- 
mos de un anillo cortado, de sección rectangular, para que la tensión 
normal máxima no supere el límite 'de fluencia 011 =300 MPa; 
R= 4cm, h= 1 cm; E = 2:10* MPa. En estado no deformado el 
juego es igual a coro. 
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Para el problema 84 Para el problema 85 Para el problema 8.6 


8.6*. Determinar la tensión normal máxima de una barra curva 
¡de sección tubular cuyo diámetro exterior es d — 46 mm y el grosor 
de la pared es $ = 6 mm; R = 80 mm; a = 50 mm, P. =4kN. 

8.7. Determinar las tensiones en los puntos extremos de la sección 
AB de una barra curva, cuando ésta soporta una carga P = 20 kN; 
R,=20 cm, R¿=30 cm, 1=20 cm, b=6 cm, t > 2 cm. 


Para el problema 8.7 Para el problema 88 


8.8*, Determinar el acercamiento de los extremos de una barra 
curva do sección cuadrada, cuyo lado es a = R/2. Comparar el resul- 
tado con la resolución aproximada obtenida' mediante la fórmula 
para barras do curvatura pequeña. 


» 
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Para, el problema 8.9 Para el problema 8,11 


8.9*, Determinar la tensión normal máxima en un gro de acero 
de sección rectangular cuando está estirado pór las fuerzas P =30kN; 
R=12 0, h=6cm,5=2cm. 
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8.10*. Determinar el aumento del diámetro vertical AB del aro 
de acero examinado en el problema anterior; E = 2-10 MPa. Es 
preciso tener en cuenta solamente la influencia de Jos momentos 
flectores. , 

8.11*. Comparar la resistencia de los tipos de eslabones de cadéna, 
el anular y el estirado, si el radio de las partes curvilíneas es idéntico, 
Es necesario efectuar los cálculos por medio de las fórmulas para 
las barras de curvatura pequeñ: 


$ 2. Cilindros de paredes gruesas ' 


8.12*, Un cilindró de paredes gruesas de diámetro intetior din = 
= 100 mm soporta una presión interior pi = 180 MPa. Determinar 
su diámotro exterior por las III y IV teorías de resistencia. El límito 
de flnengía del material es 07, = 750 MPa, el factor de seguridad es 
ny =1,5. 

8.13. Investigar, aumenta o no el factor de seguridad a causa 
del menosprecio de la tensión axial o, durante el cálculo de un cilin- 
dro de paredes [gruesas sometido a una presión 
interior. La investigación debe ser realizada 
do acuerdo con la IV teoría de resistencia 
comparando las tensiones equivalentes calcula- 
das considerando y sin considerar la ten- 
sión 0. 

8.14. Sobre un cilindro de diámetro in- 
terior diy =20 mm y diámetro exterior 
dmea = 30 mm fue encajado a presión un 
cilindro de diámetro exterior dext == 40 mm. der 
El cilindro compuesto se somete a una presión 
interior Pis = 250 MPa. Determinar el huelgo Para el problema 844 
negativo (la diferencia de diámetros) con el 
cual la tensión circunferencial en la superficie interior del cilindro 
compuesto sérá 30% menor que la tensión en un cilindro no'com- 
puesto de las mismas dimensiones. 

8.15*. Hallar la presión óptima del huelgo negativo p de un 
cilindro compuesto a partir de la condición de equirresisteacia de 
indros interior y exterior, así como do la presión interior 
admisible pia. El cálculo debe efectuarse mediante la IV teoría de 
resistencia. Viene dado: dim:=80 mm, den = 146 mm, dea = 
= 114 mm, [0] = 500 MPa. ; 

8.16*. Una polea de acero de diámetro D = 8Ó wm está montada 
a presión sobre un árbol también de acero de diámetro d = 40 mm. 
Hallar la magnitud del huelgo négativo mínimo capaz de transmitir 
por rozamiento el momento M = 1,2 kN -m. El coeficiente de roza- 
miento es f = 0,15; el ancho de la polea es igual a b = 60 mm; E = 
= 2-105 MPa. 

8.17*. Teniendo en cuenta los datos del problema anterior se 
pide determinar el huelgo negativo máximo admisible a condición 
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de que en el material no aparezcan deformaciones plásticas. El límite 
de fluencia es 01, = 300 MPa. Utilícese la 111 teoría do resistencia, 

8.18*. Un casquillo de acero de diámetro exterior D = 45 mm 
y longitud b = 40 mm está montado a presión sobre un árbol fabri- 
<ado del mismo material de diámetro d =30 mm. Determinar el 
huelgo negativo máximo admisible Á quo asegure la resistencia del 
casquillo, así como la fuerza axial P que se transmite por roza- 
miento, El límite de fluencia es 01, = 360 MPa, el factor de seguridad 
es ny =1,2, ol cooficiente de rozamiento es f =0,15. Útilizar 
la IT teoría de resistencia; E = 2.10% MPa. 

8.19*. En un orificio circular de una placa de acero de grosor 
t = 50 mm está insertada a presión una barca de acero de diámetro 
d= 40 mm, a la cual está aplicada una fuerza de tracción P = 
= 60 kN. Hallar la magnitud del huelgo negativo mínimo necosario 
para mantener la barra por fricción, si el coeficiente de rozamiento os 
Í= 0,18. Determinar el factor do soguridad a partir del límite de 
fluencia 01, = 300 MPa. Las dimensiones de la placa se consideran 
infinitamente grandes; E = 2-10% MPa. 

8.20*. Un árbol de acero de diámetro d = 60 mm tiene montada 
una polea de hierro colado de diámetro D = 140 mm y de ancho 
b = 60 mm. Hallar la magnitud del huelgo negativo mínimo necesa- 
sio para transmitir a cuenta de las fuerzas de rozamiento un momonto 
M =2 kN»m. El cooficiente de rozamiento es f=0,1; Eso = 
= 2:105 MPa, Eno = 1-10% MPa, fac = 0,28, Hino = 0,25. 

8.21*, ¿Cuántas veces se puedo aumentar la presión interior en 
un tubo de aluminio de diámetro interior dia =10 mm y diámetro 
exterior dex; = 20 mm sin peligro para su resistencia, si se encaja 
on éste, sin presión, un tubo de acero de paredes delgadas de grosor 

= 2 mm? El cooficiente de Poisson del aluminio es L = 0,34; 
En = 0,7 10% MPa, E zo = 2-105 MPa. Efectuar el cálculo mediante 
la 111 teoría de resisten 

8.22*, Un tubo de acero de diámetro interior dea = 80 mm y 
diámotro exterior dex:= 100 um está montado sin presión sobre un 
tubo de cobre de diámetro interior di= 60 mm y diámetro exterior 
dimos =)80 mm. Determinar la presión interior on el tubo compuesto 
al comenzar las doformaciones plásticas en el de cobro, El límite 
do'fluéncia, del cobre' es 01 70 MPa; el coeficiente de Poisson, 
“Moov 50,32; ol del acero jac =0,28. Calcular por la TIL tooría de 
resistencia; Eyoy =1-10% MPa, E, = 2-10% MPa, 

8.23*. Doterminar las tensionos circunterenciales máximas en ol 
“cobró y el aceró del tubo compuesto examinado on el problema 'ante- 
sor, surgidas como consecuencia del calentamiento unifórme a AT = 
: 80: 


CAPÍTULO 9 


PROBLEMAS DE LA DINÁMICA 


$ 1, Tensiones y deformaciones en los elementos móviles 
de construcciones 


9.1. Una carga de masa m= 2000 kg está suspondida de un 
cable de acero quo contione 500 alambres do diámetro d =0,5 mm. 
El tambor gira en el sentido contrario al do las agujas del reloj con 


una acoleración angular e = 10 s-*, Hallar la tensión normal en el 
cablo. El diámetro del tambor es D = 0,5 m. 


SS 


"ll 


Para el problema 9.4 Para el problema 93 


9.2. Una carga de masa m = 1800 kg suspendida de un cable 
desciendo a una velocidad Y = 12 m/s. Al final del doscenso so conec- 
ta el freno quo hace parar la carga después de hacer ésta un recorrido 
h.— 3 m.fDoterminar la tensión normal en el cable, cónsiderando 
que la fuerza del frenado es constanto. El área de la sección dol cablo 
es P= 5 om, 

Una barra do acero de sección constante gira alrededor de 
un eje vertical con una velocidad angular constante 0. Determinar 
la longitud máxima admisible de la barra lis, con le cual se asegura 
su resistencia, si ella gira con una frecuencia de rotación igual a 
n = 1200 r.p.m., así como la frecuencia de rotación Máx con la 
cual la barra romperá, si 1= ljm. Viene dado: [o] = 100 MPa, 
0: = 800 MPa, p = 7,83 t/m*, 

9.4. Un aro fino de acero gira alrededor del eje central perpendi- 
cular a su plano. Comprobar la resistencia del aro y determinar la 
velocidad circunferencial máxima admisible, El diámetro medio del 
aro es D =70 cm; la densidad del material os p:=7,85 t/m*, la 
frecuencia de rotación os n = 3000 r.p.m., lo) = 400 MPa. 
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9.5*. Con ayuda del cabrestante C instalado sobre dos vigas de 
sección doble T N” 20a se eleva, con una aceleración constante, una 
carga de masa m, = 5 t. Se sabe que durante los primeros tres 
segundos la carga pasa una distancia h= 10 m, Comprobar la 
resistencia de las vigas. La masa del cabrestante es ma = 0,5 t, 
1=4 m, lo] = 160 MPa. 


Para ol problema 94 Para el problema 9.5 


9.6. A un árbol que gira con una velocidad angular constante están 
fijadas dos barras, cada una de las cuales leva en su extremo una 
masa m = 10 kg. Las barras se encuentran en un mismo plano a 
iguales distancias de los apoyos. Determinar las magnitudes de las 
tensiones normales máximas debidas a la flexión del árbol por las 
fuerzas de inercia, La masa propia del árbol y la de las barras se 
bo ecian. Viene dado: n = 600 r.pm.,1=3m,d=6cm,r= 

125 m, a=2 m. 


Leo 
Aro 
Para el próbléma 9.6 Para el problema 9.7 


9.7*. El péndulo CD. que puede girar alrededor, del eje AB se 
pone, en la; posición superior y luego se deja caer libremente. Deter- 
minar la tensión normal máxima en el eje del. péndulo debida, a la 
flexión por, las fuerzas: de inercia, Viene dado: m= 25. kg, r= 
=;0,75:1m, 1 = 0,25,m,d =2 cm. La. masa propi de la barra CD 
y el rozamiento se desprecian. Considerar a == O, 

Determinar la. tensión normal máxima debida a la flexión 
por las. fuerzas de inercia en. la barra AB_ de sección rectangular. 
Las ruedas giran con:una velocidad angular constante. 

Viene dado: n = 300 r.p.m., 1 =2m,r = 0,25 cm, h 

p = 7,85 t/m. 
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Para el problema 98 Para el problema 9.9 


9,9*. Hallar la tensión normal máxima debida a la flexión de 
una biela por fuerzas de inercia. La sección de la biela es de perfil 
doble T. Viene dado: r=0,1m,1=0/4m,b=4cm,h= 50m, 
t= (cm, n= 2000 r.p.m., p= 7,85 t/m'. 

9.10*. Un resorte cilíndrico fijado a una 
barra vertical, en cada extremo del cual hay 
una masa m = 1 kg, gira alrededor de un eje 
vertical con una velocidad angular cons- 
tante —, Determinar la velocidad angular 
a la cual corresponde un alargamiento de 
cada una de las mitades del resorte igual a 
Í = 5 cm. Calcular la tensión tangencial má- 
xima on el resorte. La masa del resorte se  Pora el problema 9.10 
desprecia. El diámetro medio del resorte es 
D = 6 cm, el del alambre del que está hecho, d = 0,5 om, el nú- 
mero de espiras es n = 30, 1 = 15 cm; G = 8-101 MPa. 

9,11*, Determinar la frecuencia de rotación crítica para el siste- 
ma examinado en el problema anterior. 

9,12*. Un volante de momento de inercia Jy¿,=40 kg +.m* está 
montado en un árbol de diámetro d = 60 mm. La frecuencia de 
rotación del árbol es igual a n = 600 r.p.m. Al conectar el freno, 
el volante para después de hacer 10 revoluciones. Doterminar la 
tonsión tangencial máxima en el árbol, considerando quo la fuerza 
del frenado es constante. La masa del árbol se desprecia. 

9.13*. El volante de un motor eléctrico de arranque por inercia 
ropresenta un disco de grosor constante de diámetro D = 16 cm 
y masa m = 8 kg. En el intervalo de tiempo t = 1 s éste adquiere 
una frecuencia do rotación igual a n = 8000 r.p.m. Hallar la tensión 
tangencial máxima en el árbol de diámetro d = 20 mm sobre el cual 
está montado el volante, considerando que la aceleración es cons- 
tante. 

9.14. Determinar las tensiones normales máximas en un disco 
de acero macizo de grosor constante (el radio del disco es R = 30 cm, 
la frecuencia de rotación, n = 10 000 r.p.m.) y compararlas con la 
tensión máxima en un disco igual, pero con un pequeño orificio en 
el centro. La densidad és p =7,85 t/m", H =0,3. 

9.15*. Sobre un disco de duraluminio de grosor constante está 
montado a presión una llanta de acero; el huelgo negativo es igual 


173 


a A=25 — 1 mm. Determinar la frecuencia de rotación necesaria 

para que el huelgo negativo sea igualado a cero. El coeficiente de 

Poisson del duraluminio es 4 = 0,32, la densidad, Pánr = 2,7 t/m8, 

Pac =7,85 t/m", b=50 cm, £=1,5 cm, Egur =7:10% MPa, 
"o = 2-10 MPa. 
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Para el problema 9.15 Para el problema 9.17 


9.16*, Detorminar las tensiones máximas en el disco del problema 
anterior si esto hace n = 2500 rotaciones por minuto. Hallar también 
las tonsiones cn la llanta, 

9,17*, Un disco de grosor constante está montado a presión sobre 
un eje de acero; el huelgo negativo es igual a A = 25 =0,1 mm. 
Determinar con qué frecuencia de rotación la presión del huelgo 
negativo sorá igual a cero. Vieno dado: a = 5.cm, b= 40 cm, 1 = 
= 0,28, p = 7,85 t/m?, E =2-10% MPa. 

9.18*, Determinar las tensiones máximas en un disco de acero 
de grosor constante montado a presión sobre un árbol de acero. La 
frecuencia de rotación es n = 3000 r.p.m. Tomar los datos del 
problema anterior. 


$ 2. Oscilaciones propias de sistemas elásticos reducidos 
a sistemas con un grado de libertad 


9.19*, Una carga de masa m = 2 kg está suspendida de un resorte 
cilíndrico, La carga puede efectuar solamente desplazamientos 
verticalos. Determinar la frecuencia de oscilaciones propias de la 
carga teniendo y sin tener en cuenta la masa del resorte. El diámetro 
medio del rosorte es D = 6 cm, el del alambre, d = 0,6 cm, el número 
de espiras:es n= 15, Ja densidad, p = 7,85 t/m*; G = 8-10% MPa. 

:-9.20*.. Una.carga: de masa m = So kg está fijada a una'barra de: 
acero delongitud 1 = 1 m y diámotro d,= 20m. Hallar la frecuencia 
y el período de oscilaciones verticales propias del sistoma sin tener 
y teniendo en cuenta la masa de la barra. La densidad del material 
esp, =7,85:t/m%, E-= 2-10% MPa. 

..:9,21*. Determinar la frecuencia y el período de osciláciones longi- : 
tudinales, propias. de un resorte cilíndrico. El: diámetro medio del+ 
resorte es D = 60;mm, el del alambre del: que está hecho, d == 
=-2mm,,el número de espirás es n'=10;-la densidad, p ="7,85 t/m0, 
6:=8-10% MPa. .1 to 
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9.22. ¿Cómo variará la frecuencia de oscilaciones propias de 
ina carga, si se pasa del primor esquema de fijación de lá carga al 
segundo cortando el resorte en dos partes iguales y fijando la carga 
entre estas partes? 


Para ol problema 949 Para él problema 920 — Para ol problema 9.22" 


9.23*. Una carga de masa m = 3 kg está fijada a una palanca 
rígida sostenida por un resorte cilíndrico. Delerminar la frecuencia 
de oscilaciones propias del sistema, despreciando la masa de la 
palanca y la del resorte. El diámetro medio del resorte es D = 3 cm, 
el del alambre del que está fabricado, d = 0,8 cm, el número de 
espiras es n =10, 1 =25 cm, a=10 cm; G= 8-40! MPa. 


7 A 
o th; TER. 53 
Para el probloma 9.23 Para el problema 9,24 


9.24*, Determinar la frecuencia y el período de oscilaciones de 
una carga de masa m = 500 kg situada sobro una viga de sección 
doble TN? 20a teniendo y sin tener en cuenta la masa de la viga. 
La longitud do la viga es 1 =4m, E = 2-10* MPa, 

9.25. Determinar la frecuencia de oscilaciones verticales propias 
de una carga de masa m = 250 kg fijada on el punto medio del dintel 
do una estructura. Las harras de la estructura son de secciones 
tubulares 50 x 40 mm. La masa de la estructura se desprecia. 
E = 2-10 MPa. 

9.26*. Una carga de masa m = 1 kg está suspendida de un resorte 
fijado a un voladizo de longitud 1 = 0,5 m. Determinar la.frecuen- 
cia de oscilaciones propias del sistema, despreciando la masa del 
resorte y la de la viga. Viene dado: b — 50m, h == 1 cm, el diámetro 
medio del resorte es D = 10 cm, el diámetro del alambre dol resorte 
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es d= 0,5 cm, el número de espiras es n =10; E = 2-10% MPa, 
G = 8-10 MPa. 

9.27. Una carga de masa m = 0,5 kg está fijada sobre un voladizo 
<uyo extremo se apoya en un resorte. Determinar la frecuencia de 


m=200xg 
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Para el problema 9.25 — Para el problema 9.26 Para el problema 9.27 


oscilaciones propias de la carga, sin toner en cuenta la masa del 
sistema elástico. Vieno dado: b= 20 mm, h= 1,5 mm, 1 = 40 cm. 
El diámotro medio dol rosorto es D = 20 mm; el diámetro del alam= 
bre, d = 1 mm, el número de espiras, 
n=8;6 840 MPa, E 2-10 MPa. 

9.28*. Un motor eléctrico está 
instalado sobre dos vigas de sección 
doble T en el punto medio de la luz. 
La frecuencia de rotación del rotor 

Para el problema 9.28 del motor eléctrico es igual a n== 

= 1200 r.p.m. Calcular la sección de 

las vigas a partir de la condición de que la frecuencia de osci- 
laciones transversales propias del sistema sen un 30% mayor quo 
la frecuencia de la fuerza perturbadora que surge a causa del 
desequilibrio dinámico del rotor. Es necesario tenor en cuenta la 
masa do las vigas. Vione dado: m = 1000 kg, 1=5 m, lol = 
= 160 MPa, E =2:105 MPa, 

Indicación. Primeramente resolver el problema sin censiderar la masa 
delas vigas y luego determinar la sección necesaria mediante el uétado do 
Pruel , 


E 


1/9:29* ¿Un sistema compuesto de dos masas m unidas entre sí 
por un. resorte gira alrededor de un eje vertical. Determinar la depen» 
dencia-entre- la frecuencia de oscilaciones as y la velocidad 
angular de la rotación del sistema (rot. La rigidez del semirresorte 
es'igual a c. E 

;30*.-Una carga de masa m está fijada a una estructura plana. 
Determinar la frecuencia: de oscilaciones propias de la carga en 
sentido horizontal sin tener en cuenta la masa de la estructura. Las 
barras son':de ¡igual "rigidez EJ. 
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-9.31*. Calcular la masa reducida de una viga que.descansá-sobre 
dos apoyos 'articulados y lleva n masas concentradas m, dispuestas 
a distancias z; del apoyo izquierdo, suponiendo que el eje“curvo de 
la viga tiene la forma de la sinusoide v == a sen (1/1). Reducir las 
Masas a la sección media de la viga. La masa de la viga es igual a m, 
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Para ol probloma 9.20 Para el problema 9.30 Pará 6l probeima:9.31 


9.32*. Determinar la frecuencia principal de oscilaciones propias 
simétricas de una viga de sección doble TN? 22 con dos masas con- 
centradas m, = 200 kg. Determinar la masa reducida del sistema, 
suponiendo que la viga se deforma según la sinusoide (véase el pros 
bloma 9.31). La longitud do la viga es igual al =6m, E = 2+10%MPa. 
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Para el problema 9.82 Para el problema 9.33 


9.33*. Doterminar por medio del método aproximado la primera 
frocuencia de oscilaciones propias de una viga de sección constante 
con apoyos articulados, sustituyendo la masa distribuida de la viga 
m por la reducida. Considerar que el coeficiente de reducción de la 
masa de la viga hacia el punto medio de la luz es igual a 0,5, Compa- 
rar con la resolución exacta: == %]/ El, viene dado: 
E = 2:10% MPa, p = 7,85 t/m3. 

9.34*. Determinar el diámetro del árbol de un turbogenerador de 
potencia NW = 100 kW que soporta en la sección media do la luz 
un disco do masa m = 150 kg montado con una excentricidad e, 
en dos casos: 1) cuando es un árbol cuya frecuencia de rotación crí- 
tica es mayor que la frecuencia de rotación de trabajo.n = 3000 r.p:m. 
en un 35% (el llamado árbol rígido) y 2) cuando es un árbol cuya 
frecuencia de rotación crítica es tres veces menor que la frecuencia 
de rotación do trabajo (árbol flexible). La masa del árbol se despro- 
cia, Viene dado; 1=1 m, e=0,01 cm, lo] =80 MPa E = 
= 2-10' MPa. Se supone que el árbol es de un solo vano con apoyos 
articulados en sus extremos. 
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9.35*. Determinar la frecuencia de oscilaciones angulares pro- 
pias de un disco de masa m = 0,2 kg y de diámetro D = 40 mm 
fijado con ayuda de un resorte cilíndrico. El diámetro medio del 
resorte es Dyp 12 mm, el del alambre, d = 1 mm, el número 
de espiras, n= 8. Durante las oscilaciones angulares del disco el 
alambre trabaja a flexión, E = 2-10% MPa. 


8) 
Para el problema 9,35 Para el problema 9.36 


9.36. A los extremos inferiores de unas barras de acero están 
fijados discos de masa m =100 kg y de diámetro D=20 om. 
Dotorminar la frecuencia y el período de oscilaciones angulares pro- 
pias de los discos para las tres variantes de barras (fig. a—c). Viene 

ado: ) d=50ml=1mD)b=30m,h=6cm l=4 m; 
0) 4d, =6cm,d¿=3cm,1,=06m, 1, =04m,6 = 8-10* MPa, 

9.37%. Dos discos de diámetros D, == 20 cm y Dz = 30 cm están 
fijados en los extremos de un árbol de sección transversal circular 
de diámetro d=5 cm y de longitud 1 = 1,25 m. Determinar la 
frecuencia de oscilaciones angulares propias del sistema, desprecian- 
do la masa del árbol. Las masas de los discos son iguales a m, = 
= 60 kg, m, = 100 kg; G = 8-10' MPa, 


Para el probloma 9.37 Para el problema 9,38 


9.38. Determinar la frecuencia y el período de oscilaciones angu- 
láres de un disco de diámetro D = 60 cm y de masa m = 80 kg 
montado sobre-un árbol de-sección variable y: cuyos extremos están 
empotrados» Las: «dimensiones del árbol son: d, =6 om, d¿= 
=8 cm, 1 = 1'm. El material es acero; 8-10 MPa. 

9.39%. ¿A qué distancia r hace falta fijar la masa m para que las 
frecuencias de oscilaciones horizontales y verticales de la masa coin- 
cidan? Las secciones de las barras horizontal y vertical son iguales. 
La masa de Jas barras se desprecia. 
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9.40*. En cuánto disminuirá la frecuencia de oscilaciones pro- 
pias de la masa m = 50 kg fijada en la sección media de una barra 
de longitud 1 = 2 m y de diámetro d =4cm, si-a la barra se aplica 
una fuerza de compresión N igual a la mitad de la fuerza crítica. 
La masa de la barra so desprecia; £ = 2-10% MPa. 
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Para el problema 9.39 Para el problema 940 — Para el probloma 9.44 


9.41*, Comparar las frecuencias de oscilaciones propias do una 
carga de masa m = 2 kg fijada en el extremo de una barra, para dos 
posiciones del sistema (véase la figura). Las frecuencias se deben 
determinar teniendo en cuenta la influencia de la fuerza longitudinal 
igual a) peso de la carga mg. La masa de la barra so desprecia. Viene 
dado: 1= 0,5 m, b=20 mm, h=2 mm, E = 210% MPa. 


$ 3. Oscilaciones forzadas de sistemas elásticos 
reducidos a sistemas con un grado de libertad 


9.42*. El rotor de un motor eléctrico instalado sobre un voladizo 
gira con una frecuencia n = 900 r.p.m. A causa del desequilibrio 
del rotor aparece una fuerza variable ver- 
tica) P, sen Oyort. Determinar: 1) con qué 
valor de 1 surge la resonancia, 2) a qué ” mé 
distancia / hay que instalar el motor para 
que la frecuencia de oscilaciones, propias de 
la viga sea un 30% mayor que la frecuencia 
de la fuerza perturbadora. P: este caso Para el problema 9.42 
es necesario calcular la amplitud de las 
oscilaciones forzadas y la tensión normal máxima. La masa de la 
viga se desprecia. La masa del motor es m = 100 kg, P, = 0,2 kN; 
E =2:40% MPa, 

9.43". El apoyo A de la viga horizontal A de longitud 1 apoyada 
en su extremos, con una masa m en el punto medio de la luz, efectúa 
oscilaciones en sentido vertical de acuerdo con la ley va = 
= asen Gros. Hallar la ley de movimiento de la masa, así como la 
flecha dinámica vai de la viga por debajo de la carga. 

9,44*. Determinar la tensión máxima en una viga con apoyos 
articulados que soporta una masa m = 500 kg situada en el centro 
de la luz, si uno de los apoyos oscila con una frecuencia 0ry = 
= 32 1/s. La amplitud de oscilaciones es a = 4mm. La longitud de 
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la viga, L=4 m, J =410 cms; W= 
La masa de la viga se desprecia. 

9,45*, El extremo superior de un resorte, del cual está suspendida 
la masa mm, efectúa oscilaciones de acuerdo con la ley za = r sen «rail. 
Hallar la ley de movimiento de la masa y la ley de variación del 
alargamiento del resorte. La desviación de la masa se cuenta a partir 
del estado de reposo en el momento de tiempo inicial £ = 0. 


+8 cm; E = 2.105 MPa, 
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Para el problema 9.45 Para el problema 9.46 


9.46*, Un motor de masa m = 1500 kg está instalado sobre dos 
vigas en el punto medio de la luz. Cuando el motor está en funciona: 
miento surge una fuerza variable P, sen Oroit. Detorminar la ampli- 
tud de oscilaciones del motor y la tensión máxima en las vigas, 
teniendo en cuenta la masardo éstas; P, = 10 kN, el coeficionte de 
rosistoncia es «a = 26-10% Nos.m=l, Oro =55 1/s, l=2,5 m, 
E = 2-10" MPa. 

9.47*,. Un motor de masa m = 500 kg está instalado en ol punto 
medio de la luz de dos vigas de sección doble T N” 20 con apoyos 
articulados en sus extremos. El rotor del motor da masa mi = 
= 200 kg tiene una excentricidad e = 2 mm. Determinar con qué 
frecuencia de rotación se presenta la resonancia y qué magnitud tiene 
en esto caso la tensión normal máxima. El cooficiente de resistencia 
es a = 2500 Nes«m=!, La longitud del vano es 1=6m, E = 
= 2:10% MPa. Dóbe- considerarse la: masa de las: vigas. + 

9.48*, Durante el funcionamiento de un motor de masa m = 
500. kg instalado sobre'dos vigas de sección doble T N* 22 se crea una 
E] ** fuerza periódica perturbadora P, sen Wrott; 
Investigar el carácter de las - oscila- 
ciones después de arrancar el motor, supo- 
niendo que éste adquiere instantáneamente 
una frecueñcia de “rotáción” igual a n= 
= 600 r.p:m. Hallar'la tensión máxima en 
. “las vigas duránte el régimen inestablo'en 
“Para el problema 9.49 que las oscilaciories propias del sistema: no 
' se han :amortiguado - todavía. Comparar 
con la-tensión máxima cuando el régimen es 'establo.: Viene dado: 
P;¡ = 1,6 kN, la longitud: del vano es'1 = 6 m, E = 2-10 MPa, 
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9,49*. Un volante sometido a la acción del momento. variable 
M, sen ori! está montado sobre.un árbol de sección variable ouyos 
extremos están empotrados. Determinar las tensiones tangenciales 
máximas en las partes derocha e izquierda del árbol. Viene, dado: 
M, == 0,2 kN =m, Oro =20 4/s, Jyo =4 kgum, 1,19 cm, 
d, = 1 cm. El coeficiente de resistencia es m, G= 
10% MPa. La masa del árbol se desprecia. 


$ 4, Oscilaciones de sistemas con varios grados 
de libertad ¿ 


9.50*, Un resorte-porta dos masas m de 20 kg cada una. Una masa 
se encuentra en-un extremo del resorte y la otra en el centro de éste. 
El diámetro medio del resorte es D =4cm, 
el del alambre del resorte, d = 0,6 cm, el 
número de espiras en cada mitad del resorte 
es n= 10, Hallar la frecuencia de oscila- 
ciones propias del sistema e investigar las 
formas de las oscilaciones. G = 8-10* MPa. 

9.51%. Determinar las frecuencias de las 
oscilaciones transversales propias de una viga vn 
con apoyos articulados que Jleva dos masas Ll 
concentradas iguales m = 500 kg, los puntos 
de aplicación de las cuales dividen la luz de Para el problema 9.50 
la viga l en tros partes iguales. La rigidez es 
EJ = 2,26 MN .m*, 1 =3 m. La masa de la viga se desprecia. 

9.52*. Determinar las frecuencias de las oscilaciones angulares 
y lineales propias de un disco de diámetro D = 0,36 m y de masa 
m = 15 kg fijado en el extremo de un voladizo de longitud 1 = 
,5 m. La rigidez es EJ = 0,5 kN «m*. La masa del voladizo se 
desprecia. 


ata li 


Para el problema 9.54 Para el problema 9.52 Para el problema 9.53 
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9.53*. Un disco de masa m = 5 kg y de momento de inercia 
Jm = 0,1 kg» m* está rígidamente fijado en el nudo C de una estrue- 
tura. Determinar las frecuencias de oscilación angulares y lineales 
libres del disco. Las barras de la estructura son de sección circular 
de diámetro d = 1 cm, 1 = 1 m. Investigar las formas de las oscila- 
ciones; E = 2-10% MPa. 
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9,54*, Determinar Jas frecuencias de las oscilaciones torsionales 
propias de un sistema compuesto de dos discos do masas m, = 16 kg 
y ma = 20 kg fijados sobre un árbol do acero do diámetro d= 
= 2,5 om. Los diámetros de los discos son: D, =0,24 m, Da = 
=0,32 m. La longitud del árbol es 1=4,2 m, G = 8:10* MB. 


Para el problema 9.54 Para el probloma 9.55 


9.55". Determinar las frecuencias y formas de las oscilaciones 
de un sistema compuesto de tres discos con momentos de inercia 
Ty = 0,2 kgum*, Ja = 0,3 kg-m* y Y, = 0,4 kg-10* fijados sobre un 
árbol de acero de Fígideces c, = 0,1 kN=m y e, 0,2 kN «m. 
00. Dor mbiccos de masa ja = 500 ke dea ano cala Illas 
dos sobre dos vigas de sección doblo T N* 24, El motor izquierdo 
durante su funcionamiento crea una fuerza perturbadora P c08 Wrort. 
Hallar las amplitudes do las oscilaciones de los motores, así como la 
tensión máxima en las vigas sin tener en cuenta sus masas. Viene 
dado: a=2 m, P=1 KN, n= 480 r.p.m., E => 2-10 MPa. 
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Para el problema 9.56 Para el problema 9.57 


9.57*. Un equipo de masa m, = 200 kg situado sobre una viga 
con apoyos articulados croa, en funcionamiento, una fuerza pertur- 
badora P cos Oroit. Determinar la masa my del amortiguador de 
oscilaciones del equipo, La frecuencia de rotación del rotor del equipo 
es n = 600 T.p.m., la rigidez, EJ = 4 kN -m*, la longitud del vano. 
l=25 m. 


1» $ 5. ¡Acción del choque sobre una construcción 


1109.58. Una carga dosmasa m= 200 kg fue aplicada súbitamente 
la una viga de madera de sección rectangular, cuya:luz-es igual a 
L= 3 m. Determinar la flecha de la viga bajo la carga y comprobar 
la resistencia de la viga. Viene dado: b= 10 cm, h= 15 cm, E 
= 0,1110 MPa, lo] = 11 MPa. La masa de la viga se desprecia. 
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9.59*. Una carga de masa m = 100 kg cae desde una altura h = 
= 10 cm sobre el punto medio de una viga de sección doble T.N? 22a, 
Determinar la flecha bajo la carga y la tensión máxima en la viga. 
La longitud del vano es 1 =2 m. La masa de la viga se desprecia; 
E = 2-10 MPa. 
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Para el problema 9.58 Para el problema 9.59 


9.60*. Una carga de masa m = 50 kg cae desde una altura h = 
= 1 m sobre un disco fijado en el extremo inferior de una barra de 
sección circular de diámetro d = 2 cm. Calcular el alargamiento de 
la barra y la tensión en ésta, despreciando la masa del disco y con- 
siderándolo indeformable. Resolver el problema teniendo y sin 
tener en cuenta la masa de la barra. La densidad es p = 7,85 t/m*, 
l=2 m, E=2-10" MPa. 

9.61. Una carga de masa m == 10 kg cao desde una altura h == 
= 10 cm sobre una barra de acero de sección cuadrada cuyo lado es 
a = 5 em. Suponiendo que la barra no pierde su estabilidad, deter- 
minar la tensión, así como la altura desde la cual debe caer la carga 
para que la tensión en la barra alcance el límito de proporcionalidad 
Spro» =,200 MPa. Considéreso la masa de la barra, La densidad es 
p=7,85 1m*, l=1 m, E =2+-10* MPa, 
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Para el problema 9.60 Para el problema 9.61 Para ol problema 9.63 


_ 9.62. Comparar las tensiones máximas que surgen en una viga 
de“sección rectangular a causa del golpe de una carga que cae desde 
una altura 4 en los casos cuando el golpe se produce en el plano de 
rigidez mínima y cuando tiene lugar en el plano de rigidez máxima. 
El coeficiente dinámico se determina por la fórmula aproximada 
Kain = V Mk est 

5.63*. Determinar las tensiones en un resorte cilíndrico debidas 
al'golpe de un cuerpo de masa m = 2 kg que se mueve a una velocidad 
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v = 5 m/s. El diámetro medio del resorte es D = 4 cm, el del alam- 
bre del resorte, d = 0,6 cm, el número de espiras es n = 12, m, = 
=1,5 kg, G=8-10* MPa. Considerar que el golpe es absoluta- 
mente inolástico. La masa del resorte se desprecia, 

9.64*. Determinar el número mínimo de espiras do un resorte 
amortiguador cilíndrico capaz de resistir el golpe de wn cuerpo con 
una masa m =-5 kg que se deplaza horizontalmente con una veloci- 
dad v = 3 m/s sin deformaciones plásticas. El diámetro medio del 
resorte es D = 6 cm, el.del alambre, d = 0,6 cm. El límite de 
fluencia durante el cizallamiento tr, = 300 MPa, G = 8-10% MPa. 
La masa del resorte sé “especia. 

9.65, Una carga de masa m = 1,5 t suspendida de un cable de 
acero que baja a una velocidad y = 2 m/s para de súbito. Determinar 
Jas tensiones en el cable, si su longitud en el momento de la parada 
es igual a 1 = 10 m. El módulo de elasticidad del cable es E = 
<= 1,7-10% MPa, el área de Ja sección, F = 8 cm”. La masa del cable 
se desprecia. 

9.66*. Determinar las tensiones surgidas en una barra corta de 
acero que se desplaza horizontalmente a una velocidad v = 3 m/s 
debidas a un golpe contra una pared indeformable. La densidad es 
p = 7,85 1/m?. Considerar que las tensiones 'se distribuyen linealmen- 
te a lo largo de la barra; E = 2-10* MPa. 

9.67*. Determinar las tensiones en una barra de longitud 1 = 
= 8 cm como la examinada en el problema anterior, si ésta choca 
contra un tope de longitud 1, = 2 cm que representa una barra corto 
de acero do sección igual a la de la barra en movimiento. Considerar 
que Jas tensiones en el tope son constantes. 
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Para el problema 9.67 Para el problema 9.68 Para el problema 9.69 


9.68*, Un disco de diámetro D = 20 cm y masa m = 50 kg 
“montadó sobre un árbol AB de longitud 1 =1 m y diámetro d = 
<= 6'cm tiene una frecuencia de rotación n = 300 r.p.m. Determinar 
la tensión tabgencial' máxima en el árbol en el momento en que su 
“extremo A para de-súbito (golpe torsional). La masa del árbol se 
desprecia; G-=8-10MPa. 

. 9.69, Un bloque de hielo de masa m = 200 kg, desplazándose a 
uña velocidad. y = 1 m/s, choca contra el extremo superior de un 
pilote de madera de longitud ¿=3 m y diámetro d =-20 cm. 
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Determinar la tensión máxima en el pilote, E =0,11-40* MPa, 
La masa del pilote se desprecia. 

9.70*. Una viga de longitud 21 caé horizontalmente desdo una 
altura h y choca con su punto medio contra un, obstáculo. Determi- 
nar el momento flector máximo en ella, si la masa por unidad de 


longitud de la viga es igual a mo. 


$ 6. Oscilaciones paraméfricas y autooscilaciones 


9:74*, Un vibrador magnétoestrictivo está compuesto de un 
anillo ferromagnético con or osa: trávés delos cuales pasa el 
arrollamiento de excitación. Al pasar la corriente eléctricapor el 
arrollamiento en la sección del anillo"se OR Ba 
crea un campo magnético. Además de ésto 
se produce un efecto magnetoestrictivo 
directo que so manifiesta en la variación 
del radio del anillo. En presencia de pre- 
magnetización, la corriente eléctrica de fre- 
cuencia variable provoca oscilaciones radia- 
les de la misma frecuencia, Para obte- 
ner la amplitud de oscilaciones máxima 
esta frecuencia se elige igual a la frecuencia 
propia de oscilaciones radiales del anillo. 

Si la frecuencia de la corriente varía, ella puede coincidir con 
una do las frecuencias propias de las oscilaciones de flexión del ani- 
lo. ¿Con qué relación entre el coeficiente de magnetoestricción y el 
coeficiente de rozamiento en el anillo surgirán oscilaciones paramé- 
tricas, si suponemos que la carga magnetoestrictiva es paramétrica 
respecto a las formas de flexión de las oscilaciones del anillo? ¿Surgí- 
rán o no oscilaciones paramétricas, si el coeficiente de magneto- 
estricción del níquel, del cual está fabricado el vibrador, es igual 
ad = 7,5-10-5 y el coeficiente de rozamiento es igual a y = 0,008? 
¿Con qué frecuencia de excitación podrían surgir tales oscilaciones, 
si o] diámetro medio del anillo es R = 0,1 m, el grosor, h = 0,015 m, 
la velocidad del sonido en el níquel es c = / Elp = 4,8-10* m/s? 
E es el módulo de elasticidad; p, la densidad. Al determinar las 
frecuencias propias del anillo, la influencia del arrollamiento y de 
los orificios se desprecia. 

9.72*, Calcular la velocidad crítica Ver del flameo flexural — 
torsional del ala recta de un avión cuando la envergadura del ala es 
igual a 21 = 40m y la cuerda de la mísma es b = 4m, La dependencia 
del coeficiente de sustentación aerodinámica del ángulo de ataque es 
Can = 3,50, la:distancia desde el borde delantero hasta el punto de 
aplicación de la fuerza sustentadora (coordenada del foco del ala) 
es xy = 0,96 m, la coordenada del centro de flexión es Zrex = 
= 1,36 m, la coordenada del centro de masas es zp. La densidad 
del aire es p = 1,29 kg/m”. 


Para el problema 9.74 
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Suponer el esquema simplificado del ala en forma de un cuerpo 
absolutamente rígido de longitud 1 con ligaduras elásticas, la rigidez 
a la flexión de las cuales es igual a Crrex y la rigidez a la torsión, 
igual a Cor = 168 MN «m*. 


$ 7. Métodos numéricos. Utilización de ordenadores 


9.73*, Determinar los coeficientes A, en las expresiones de dos 
frecuencias bajas de las oscilaciones propias w,, si 2% = ojpF1 (EJ) 
y la viga es de sección constante. Examinar la viga empotrada en 
ambos extremos por el método de elementos finitos basado en el 
principio variacional. Suponer que en la primera aproximación el 
número de elementos finitos es igual a n = 2. En la fórmula arriba 
l, su longitud; p, la densidad 
del material; F, el área de la sección transversal. Comparar los 
resultados con la solución exacta. 

9.74*, Resolver el problema anterior para una viga con apoyos 
articulados en $us extremos, considerando que n = 2, 

9.75*. Examinar con ayuda de un ordenador el problema 9,73, 
considerando que el número de elementos finitos es igual a n = 6 y 
determinar las cinco frecuencias más bajas en comparación con la 
solución exacta. 

9.76*, Resolver el problema 9.74 suponiendo que el número de 
elementos finitos es igual a n = 6 y hallar las cinco frecuencias más 
bajas en comparación con la solución exacta. 


CAPITULO 10 


RESISTENCIA A LA FATIGA Y FLUENCIA 


$ 4. Resistencia en estado de tensiones variables 


10,1*. Un perno de acero aleado con rosca métrica y diámotro 
d = 30 mm está sometido a la acción de-tensiones- variables: de 
tracción que van desde.cero hasta su valor máximo. Determinar la 
tensión admisible cuando el factor de seguridad es igual a n = 2. 
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Para el problema 104, 7 — acero aleado, d = 12 mm; 2 — acero al carbono, 
ar = 400 MPa, d = 12 mm; r/t =0,09 corresponde a la rosca métrica 


Las caractorísticas del acero son: d, = 900 MPa, 0_11r = 300 MPa, 
o = 0,1. El coeficiente de concentración de tonsiones debe ser 
tomado del gráfico adjunto. Para la rosca métrica r/£ = 0,091 (véase 
la fig. b). 

10.2%. Doterminar el factor de seguridad de un perno de rosca 
métrica y diámetro d = 20 mm, si el esfuerzo de tracción en éste 
varía desdo Nin = 5 kN hasta N máx = 15 kN. El diámetro interior 
del perno es d, = 16,75 mm. El perno está fabricado de acero al 
carbono con las características siguientes: 0; = 400 MPa, 01 = 
= 240 MPa, 0._,tr = 140 MPa, po =0. 

10.3*, El bulón de émbolo de un motor está sometido a una fuerza 
que varía desde P máx = 52 kN hasta P mio = —11,5 kN. Determi- 
nar el factor de seguridad en la sección más peligrosa. Las caracterís- 
ticas del acero son: 0, = 1000 MPa, 0, = 450 MPa, apo = 0,15. 
La superficie está pulida. El diagrama de cargas está representado 
en la fig. a. 
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d-9%7, 


10.4%. Determinar el factor de seguridad del muelle cilíndrico 
de válvula de un motor. El diámetro medio del muelle es D = 
= 43,8 mm, el diámetro del alambre del muelle es d = 4,2 mm, La 
carga varía desde Pm =0,47 kN hasta Pyóx =0,28 kN. Las 
coracterísticas del material son: 0 = 1700 MPa, vr, = 900 MPo, 

%., = 500 MPa, y, =0,1. 

10.57. Determiiar el Íactor de seguridad de un árbol escalonado 
de diámetros D = 60 mm, d = 50 mm y de radio de la arista hueca 
r = 1 mm. El momento torsor varía desde Min = 1,2 KN «m hasta 
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Para el probloma 105. Y — pulido, 2 — rectificado, $ — tomendo fino, 
— tormoado basto, 5 — existencia de la cascarilla 


Mmóx = 4 kN-m. El árbol está finamente torneado. Las caracte- 
.rísticas del- material :som: 0; = 800 MPa, 11 = 280. MPa, 1, = 
= + 220 MES pa = 0,05, 

.6*.. Determinar las magnitudes admisibles de los momentos 
Ho máximo. y mínimo, la relación entre los cuales es igual a 
Mumin/Mmáz =:0,25, -do. un árbol escalonado de diámetros D.= 
= 70 mm, d =60 mm y-un radio de la arista hueca r.= 2: mm. 
El factor de seguridad es n = 2. El árbol es de acero al carbono; 
0 =700 MPa, tp > 250 MPa, T., == 180 MPa, wp, = 0,05. La 
superficie está pulida, Considerar que e, = 87. El coeficiente $ 
se toma del gráfico del problema 40.5. 

10.7%, Determinar el factor de seguridad de un árbol escalonado 
de diámetros D = 48 mm, d = 40 mm y un radio de la arista hueca 
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r = 2 mm sometido a flexión. La superficie del árbol está finamente 
torneada. El ciclo es simétrico: Viene dado: 
= 200 MPa, el momento flector es Mimáz 2 
10.8*. Sobre un árbol de diámetro 4 = 50 mm está montado a 
presión un casquillo. Determinar el factor de seguridad del árbol, 
si sobre ésté actúa un momento flector M = 
= 0,75 kN +m que cambia dé acuerdo con el 
ciclo simétrico. Las características del mate- 
rial son: dr =800 MPa, 0.; == 360 MPa. 
10.9*, Determinar el factor de seguridad de 
ún árbol escalanado de diámetros D =48 mw, — Para ol problema 108 
d=40 mm y un radio de lá arista hueca A 
7 = 2 mm sometido a flexión variable con torsión. Las' tensiones: 
normales varían desde Omsx = 80 MPa hasta: Omín  —80 MPa. 
Las tangenciales varían desdo Tax = 70 MPa hasta Tin = 30 MPa. 
El material es el acero aleado, cuyas características som: gr == 
= 800 MPa, or, =650 MPa, 0., =360 MPa, 7, = 210 MPa, 
Yo = 0,10, 1, =0,05, La superficie está finamente torneada, 
De qué modo variará ol factor de seguridad, si la suporficie del 
bol está pulida? - 
10.10*. Determinar los factores de soguridad M,, My; Miyxy OD 
las secciones /, 11, TIT de un árbol que transmite una potencia 


Para el problema 10.40 


N = 40 kW con una frecuencia de rotación n = 1 000 r.p.m. En la 
figura están representados los diagramas de los momentos torsores y 
flcctores.' Las tensiones normales varían según un ciclo simétrico, 
las tangonciales, según un ciclo de pulsación. El árbol ostá finamente 
torneado. El engranaje de dientes rectos y los añillos-guía están 


189 


montados a presión. Las características del material son: ur = 
= 500 MPa, 07; = 260 MPa, 140 MPa, o., = 200 MPa, 
1, = 120 MPa, wo =0,05, «py 

10.11*. Una carga de masa m 
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0. 
20 kg suspendida de un resorte 
cilíndrico efectúa oscilaciones con una amplitud A =4cm, El diá- 
metro medio del resorte es D = 10 cm, el del alambro del resorte, 
d = 1,2 cm, el número de espiras, n = 8. Hallar el factor de seguri 


dad dol resorte, Viene dado: 9, = 1500 MPa, 11, = 600 MPa, 1, = 
= 300 MPa, 1, = 550 MPa, G = 8-10* MPa. 

10.12%. Determinar Ja gama de frecuencias en la que debe en- 
contrarse la frecuencia do rotación de la instalación representada en 
la figura del problema 9.45, para que el resorte rompa por fatiga. 
El diámetro medio del resorte es D = 2 cm, el del alambro del rosor- 
te, d = 2 mm, el número de espiras es n = 8. La masa es m = 2 kg, 
r=0,8 cm, 1, =350 MPa, rf; =0,1, G= 8-10 MPa, 

10.13*, Determinar el plazo de servicio de una pieza (número 
de ciclos de carga hasta la rotura) que trabaja bajo cargas no esta- 
cionarias. La distribución de amplitudes en el bloque so da en la 
tabla: 


0at, MPa | 150 140 480 420 110 100 90 80 70 50 


10-90, | 0,3 0,8 45 3 2 2 25 15 3 24 


Los parámetros de la curva de fatiga som: No =4-40%, m = 
El límite de fatiga de la pieza es 0.1» = 95 MPa. Hacer uso de la 
hipótesis de la suma lineal de los deterioros. 

10.14*. Determinar el factor de seguridad de la pieza examinada 
on ol problema anterior, si el plazo de servicio de ésta cs de 3-10* 
ciclos, 


$ 2. Fluencia y relajación 


10,15*. Hallar el alargamiento de uua barra de sección variable, 
cargada con una fuerza de tracción P = 60 kN, a causa de la fluencia 
después de 80 horas de trabajo a una temperatura 7 = 1 100 K. Las 
dimensiones de la barra son: dy =1 cm, d, =1,5 om, 1 = 20 cm. 
El materíal de la barra es acero. El exponente en la ecuación de la 
fluencia es h = 3,8. El gráfico de la función Q (*) se da en la figura. 

10.16*. La camisa cilíndrica de un motor de reacción calentada 
uniformemente está sometida a la acción; de una presión interior 
excésiva p == 0,8 MPa y de una fuerza axial N = 18 kN. La tem- 
peraturá es igual a 7 = 1000 K. El diámetro do la camisa es D = 
= 42 cm. Determinar el grosor 6 de ésta, partiendo do la condición 
dé que durante 100 horas el aumento relativo del diámetro de la 
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camisa no sea mayor del 1%. La camisa está hecha de acero termo- 
rresistente. El exponente en Ja ecuación de la fluencia es n = 6. 
El gráfico de la función Q (1) está dado en la figura. 
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Para el problema 10.15 Para el problema 10.16 


10.17*, Un tubo de paredes delgadas está cargado con un momen- 
to torsor Mio = 6 kN»m. Determinar el ángulo de torsión del 
tubo a causa de la fluencia al trabajar 80 horas a la temperatura 
T' = 1000 K. El diámetro exterior del tubo es D = 180 mm, el grosor 
de la pared, 6 = 4 mm, la longitud del tubo, ¿= 0,8 m. El tubo 
es de acero termorresistente. Él exponente en la ecuación de la 
fluencia es n = 6. El gráfico de la función % (t) debe ser tomado del 
problema anteri 

10.18*. Una camisa cilíndrica de paredes delgadas está expuesta 
a una presión interior p = 0,35 MPa, una fuerza de tracción axial 

= kN y un momento torsor 
Mtor = 4,6 kKN+m. Determinar el au- 0103400)" 
mento del diámetro de la camisa a causa — % 
de una fluencia después de 90 horas de 
trabajo a la temperatura 7 =1000K.El 4 
diámetro de la camisa es D = 40 cm, el 
espesor do la pared, 56=15mm. El 2 
material Des camisa es acero termo- Í 7 
rresistente. El exponente en la ecuación E SE 
de la fluencia es n= 6. El gráfico de 2. E RNE 
la función Q (£) está dado en el proble- Par 
ma 10.46. 

10.19*, Determinar, dentro de cuántas horas es necesario apretar 
un perno de acero al cromo-vanadio que trabaje a la temperatura 
T =800 K, si la disminución admisible de la tensión inicial del 
perno debe ser no más de un 25%. La tensión inicial en cl perno es 
9, = 150 MPa. El módulo de elasticidad a 7 = 800 K es igual a 
,8-105 MPa. El exponente en la ecuación de la fluencia es 
n = 1,83. El gráfico de la función Q (*) está dado en la figura. Debido 
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a la gran rigidez de las piezas apretadas por el perno la deformación 
de éstas so desprecia. 

10.20*. ¿En qué por ciento disminuirá la tensión inicial de un 
perno de acero al cromo-vanadio a causa de la relajación durante 
300 horas a la temperatura 7 = 800 K, si la tensión inicial es igual 
a 0, =180 MPa? A osta temperatura el módulo de elasticidad es 
1,8-10 MPa. El exponente en la ecuación de la fluencia es 
1.83. El gráfico de la función Q (t) está dado en el problema 


$ 3. Mecánica de la rotura 


10,21*, Determinar cuántas veces hace falta aumentar el 
factor de seguridad, al realizar el cálculo de una pieza, si en el proceso 
de su fabricación es probable la aparición do grietas superficiales de 
longitud hasta 21 = 3 mm. El material de la pieza es acero con un 
límito do resistencia a la rotura igual a 0, = 1600 MPa. Al cargar 
la pieza, ósta se encuentra en condiciones de deformación plana, el 
«oeficiento crítico de intensidad de las tensiones es XK. = 
= 100 MN «m-%2, En este problema igual que en los problomas 
10.22—40,24 no so debe tener en cuenta la dinámica del desarrollo 
«e la grieta. 

10,22*, Hallar las dimensiones admisibles (la longitud 27) de las 
griotas superficiales en una pieza hecha de una aleación a base de 
aluminio de o, = 520 MPa, XK... = 30 MN .m-"* con las cuales la 
resistencia de la pieza disminuye comio máximo a la mitad. 

10,23*, Calcular la longitud 21 de una grieta, como rosultado de 
la cual tendrá lugar una rotura frágil de una pieza plana estirada por 
una fuerza P = 150 kN. El área de la sección de la pieza es F = 
=10 cm?, K,¿=30 MN=m-"%, La disminución de la sección 
«durante. el' desarrollo de la grieta se desprecia. 

. Para determinar ol coeficiente crítico de intensidad de 
las tensiones Kx,, fue ensayada a tracción una muestra plana de 
un material con o, = 1200 MPa, El área de la sección de la muestra 
es P = 2cm*. En el instante anterior a la rotura frágil, bajo la acción 
«do-una fuerza P =180 kN, aparició on la muestra una griota de 
longitud 21 = 30 mm. Calcular la magnitud XK, 

+. 10.25*. Una pioza está sometida a tensiones cíclicas que varían 
-dosde 0 hasta 50 MPa. Calcular él número de ciclos V ¿101 que testan 
hasta la rotura de la pieza a-partir de la aparición, en su superficio, 
-do grietas de longitud 21, = 0,5 ma. El material de'la pieza tiéne 
K..=20 MN-m-"*, la velocidad del desarrollo de la grieta se 
.defíne por la expresión .d/dW ="10-8 (AX)? mm/ciclo, donde AX 
es el-íntervalo de variación del coeficiente de intensidad de- las 
tensiones durante la carga cíclica, 
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$ 4. Seguridad en el caso de cargas accidentales 


10.26*. Un elemonto de una construcción está sometido a una 
acción accidental distribuida según una ley normal. El valor medio 
de la tensión que surge en esto caso es igual a o == 100 MPa, la des- 
viación estándar, Sy = 50 MPa. El límite de fluencia del material 
es 071 = 300 MPa. 

Determinar la probabilidad de aparición, en el elemento, de una. 
deformación plástica al cargarlo de una vez. 

10.27*, Resolver el probloma anterior suponiendo que el límite 
de fluencia está también distribuido según una ley normal con un 
valor medio de 31, =300 MPa y una desviación estándar So, = 
= 20 MPa, 

10.28*. Examinar el problema 10.26, suponiendo que la pieza 
es cargada dos veces. . 
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CAPITULO 44 
LÁMINAS Y BÓVEDAS 


$ 1. Flexión de láminas rectangulares 


11.1*, Una Jámina rectangular libre de espesor » = 0,6 cm se 
encuentra sometida a flexión por momentos Mz = 600 N+m/m 
uniformemente distribuidos a lo largo de los bordos largos paralelos 
al eje y. fallar el momento torsor má- 
ximo en la lámina, así como las Lensio- 
nes normales y tangenciales máximas. 
Determinar los radios de curvatura prin- 
cipales de Ja superficie media de la 
lámina. La lámina es de acero (E = 
= 2-10 MPa, y =0,3). 

11.2*, Una lámina rectangular libre 
de espesor hh = 0,4 cm se halla expues- 

Para ol problema 112 ta a flexión por momentos M, == 

= 300 N -m/m y My = 100 N-mím uni- 

formemonte distribuidosya lo largo de sus bordes. Determinar las 

tensiones normales y tengenciales máximas en la lámina y com= 

probar su resistencia con ayuda de la teoría energética de resisten- 
cia cuando la tensión admisible os igua) a [o] = 120 MPa, 

11.3. Una lámina cuadrada libre de espesor ). se curva por momen- 
tos My y My uniformemento distribuidos a Jo largo de sus bordes. 
Determinar cuál debe ser la relación entre M. y My para que la 
torsión de la lámina sea igual a cero. Hallar la superficie por la 
cual se: producirá la flexión de la lámina en este caso y determinar 
el alargamiento tivo máximo en la lámina, considerando que el 
módulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson p del material 
son conocidos, 

11.4. Una lámina cuadrada libre de espesor h se curva por momen- 
tos Mz y My uniformemente distribuidos a lo largo de sus bordes; 
las mognitudos de los momentos son iguales, pero sus signos son 
contrarios: My; = M, My = —M. Determinar la wagnitud y direc- 
ción del momento torsor máximo Kmáy. Determinar la curvatura y 
torsión de la superficie curvada de la lámina en la dirección on que 
actúa Kmax. Considerar que el módulo de cizallamiento G y el módulo 
de elasticidad E del material de la lámina están dados. 

11.5. Una Jámina rectangular libre de espesor h = 0,2 cm se 
encuentra expuesta a torsión por momentos K = 30 N-m/m distri- 
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buidos uniformemente y aplicados a sus bordes. Determinar las 
direcciones por las cuales la torsión de la lámina es igual a cero. 
Calcular los momentos flectores y Jas curvaturas en estas direcciones. 

Comprobar la resistencia de la lámina por medio de la 111 teoría 

de resistencia, suponiendo que [0] = 160 MPa, E =7-10* MPa, 
= 0,8. 

11.6*. Momentos M, = 250 N -m/m uniformemente distribuidos 
están aplicados en dos bordes paralelos de una Jámina rectangular 
de grosor h = 0,5 cm. Determinar la intensidad líneal de los momen- 
tos M, que deben ser aplicados en los otros dos lados para eliminar 
la curvatura de la lámina en el sentido del eje y. ¿Por qué superficie 
se deformará en este caso la lámina? 

Determinar Jas tensiones normales y tangenciales máximas y el 
radio de curvatura p, cuando Jos momentos M7, y M, actúan simultá- 
neamente. Considerar que E = 7-10 MPa y. p. =.0,85. 

11.7*. Una lámina rectangular de espesor h al estar sometida a la 
acción de momentos M, y My, uniformemente distribuidos a lo largo 
de sus bordes, se deforma por una superficio cilíndrica con generatrices 
paralolas al eje y. La flecha de la lámina es igual a f =0,) mm y 
está dirigida hacia arriba. Determinar las tensiones normales y tan- 
genciales máximas en la lámina. Viene dado: a = 24 cm, b= 
= 20 om, h= 0,6 em, E = 2-10 MPa, p = 0,25. 

11.8*, Una lámina rectangular de longitud a = 20 cm, ancho 
b = 10 cm y grosor h = 0,2 em tiene los bordes largos libremente 
apoyados y está sometida a la ac- 
ción de una carga uniformemente 
distribuida de intensidad p = 12,5 
kPa, Doterminar la flecha máxima 
í y las tensiones normales máxi- 
mas en la lámina, suponiendo que 
E =7,2-10* MPa, p = 0,34. 

11.9*, Una lámina rectangular 
de longitud a=60 cm, ancho 
b= 20 em y grosor h=0,4 cm Para el problema 11.7 
está libremente apoyada por sus 
cuatro bordes y sometida a una presión uniforme p = 40 kPa. Deter- 
minar la flecha máxima f de la lámina, las tensiones normales y tan- 
genciales máximas, así como el momento torsor máximo, conside- 
rando que E = 2-10% MPa, u = 0,25. 

11.10*. Una Jámina rectangular de longitud a = 80 cm, ancho 
b = 25 cm y grosor h = 0,6 cm está libremente apoyada por el con- 
torno sobre bordes rígidos. La lámina está sometida a una presión 
p = 200 kPa. ¿En cuánto hay que reducir la presión para que la 
flecha máxima disminuya, en esto caso, Af = 1 mm? ¿Cuántas veces 
menor serán en este caso las tensiones normales? Considerar que 
E = 2-105 MPa, u = 0,25. 


$ 2. Flexión de láminas eirculares 


11.11%. a) Construic cl diagrama de deformaciones (») y los 
diagramas de momentos flectores en las dirccciones radial (M,) y 
circunterencial (My) de una lámina cirou- 

Prigabe lar de grosor h = 1 mm y radio r=5 cm 
CT rígidamente empotrada en el borde y so- 

02 hi metida a una carga transvorsal de inten- 
sidad p=10 kPa uuiformemente distri- 

Paru el problema buida, El coeficiente de Poisson es u = 

14:41(0) =: 0,3. El módulo de elasticidad os E = 
= 2,2-10* MPa; 

b) Resolvor el mismo problema para el caso de sustentación 
libre de la lámina en su contorno. 

11.12. Una lámina de acero de grosor kh =2 mm y radio r = 
= 5 cm está libremente apoyada en su contorno y sometida a una 
carga transvorsal p = 0,12 MPa uniformemente distribuida, Doter- 
minar la flecha máxima y las tensiones normal y tangencial máximas, 
El cooficiente de Poisson es 0,25, E = 2-10" MPa. 

11.13, Una lámina de duraluminio de grosor h = 3 mm y radio 
r = 20 cm empotrada on todo su contorno está sometida a la acción 
en su centro de una fuerza concentrada P = 100 N. Determinar la 
flecha máxima y las tensiones máximas en flexión; E = 7+10* MPa. 

11.14. Resolver el problema 11.11 para el caso de una fuerza 
concentrada P =10 N aplicada en el centro do la lámina. 

11.15. Una lámina de duraluminio de radio r = 20 cm y grosor 
t= 3 mm apoyada libremente en su contorno está somotida a la 
acción de un momento de intensidad M, = 0,5 kN -m/m uniforme- 
mente distribuido a lo largo del contorno (caso de flexión pura de la 
lámina). Determinar los momentos flectores en las secciones radial 
y circunterencial, así como la flecha de la lámina; E = 710% MPa. 


Para el problema 44.15 Para el problema 11.18 


11.16: Una lámina circular libremente apoyada está sometida, 
dentro de los límites de su parte central de radio r, a la acción. de 
una carga de intensidad p uniformemente distribuida. Determinar 
la flecha máxima... 

11.17. Resolver el problema anterior para el caso cuando los bor- 
des de la lámina están empotrados. 

14.18. Obtener las expresiones de los momentos flectores M, 
y M, ón una lámina circular con un orificio solicitada por: a) momen= 
tos distribuidos M y m en sus bordes exterior e interior correspon- 
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dientemente; b) una carga de intensidad q distribuida uniforme- 
mente en el borde del orificio. 


sy 
2 
» y) 


Para el problema 1148 


11.19. Para los datos del problema 11.18,b siendo R = 15 cm, 
rs 5 cm, q = 10 kN/m, E = 2,1-10% MPa, y = 0,3, se pide deter 
minar la flecha máxima y construir los diagramas de Jos momentos 
M, y Ma. Definir la tensión máxima. E 

11.20. Una lámina de acero de grosorzh «= 0,4 cm .y radio 7 = 
= 4 cm posee en su contro una parte absolutamente rígida de radio 
b=1 cm. Determinar la flecha máxima de Ja Jámina estando ella 
somotida a la acción de una carga uniforme p =4 MPa. 


Para el problema 11.20 Para ol problema 11.24 


11.24, Obtener la ecuación de la doformada de un émbolo de 
acero expuesto a una presión p = 4 MPa y al esfuerzo de la varilla 
P.= par* del lado contrario. Determinar la flecha máxima. Las 
partes engrosadas del émbolo so consideran absolutamente rígidas. 
E = 2-40” MPa, y =0,3. 


$ 3. Estabilidad de láminas rectangulares sometidas 
a compresión 


11.22*, Una lámina rectangular con sustentación libre en su 
contorno está comprimida por fuerzas aplicadas en los bordes cortos, 
Determinar la tensión crítica, si 
a=40cm,b= 25cm,h=0,80m, 
E=7,2.40% MPa, up =0,3, 
Sprop = 240 MPa. ¿Cómo variará 
la tensión crítica, si la carga se 
aplica en los bordes Jargos? 

11.23. Determinar la tonsión 
crítica en una lámina con apoyos 
articulados enyas dimensiones son: 
a=40 cm, b=20 cm, h= Para el problema 11.22 
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= 0,1 cm, si las fuerzas de compresión se aplican en los bordes cortos. 
Considerar E =2,1-10% MPa, u =0,25, Oprop = 420 MPa. ¿De 
qué modo y en cuántas veces variará la tensión crítica, si disminwimos 
la longitud de la lámina en cuatro veces? 

11.24*., Determinar el grosor h de una lámina a partic de su 
estabilidad en compresión por una fuerza P = 30 kN wniforme- 
monte distribuida por los bordes cortos. La lámina está simplemente 
apoyada por su contorno. Viene dado: a = 35 cm, b=10cm, E = 
= 2-10 MPa, u = 0,28, el coeficiente de reserva de estabilidad es 
n 


4,5. 

11.25*, Una lámina cuadrada de lado b = 20 cm con apoyos 
articulados en su contorno está comprimida en dos direcciones mutua- 
mente perpendiculares por fuerzas lineales igualos N. Determinar 
la tensión crítica, si el grosor h = 0,4 cm, E = 7-10* MPa, y = 0,3, 
¿Cuánto menor es osta tensión en comparación con el caso cuando 
la Jámina se comprime en una sola dirección? 


Y 
Para el problema 11.25 Para el problema 11.26 


11.26*, Una lámina de longitud a = 40 cm, ancho h = 20 cm, 
grosor h = 0,3 cm está comprimida longiludinalmente por esfuerzos 
lincales N,. Determinar en cuánto disminuirán las tensionos críticas, 
si a la lámina se lo aplican adicionalmente unos esfuerzos de com- 
presión N, = N,/2 en dirección transvorsal. Considerar que E = 

-10 MPa, n= 0,25. 


$ 4. Estabilidad de láminas rectangulares sometidas 
a cizallamiento 


+ 44,27%. Una lámina rectangular de longitud a = 40 cm, ancho 
b sk Zem, grosor h = 0,4 cm con apoyos articulados en su contorno 
está sometida, por los bordes, a esfuerzos de cizallamiento q. Deter- 
minar la tensión tangencial crítica, considerando E = 7,2+10* MPa, 
"prop = 120 MPa, 

11.28%. Una lámina cuadrada de 30 Xx 30 cm de grosor h = 
= 0,2 cm experimenta cizallamiento puro. Determinar el valor de 
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la tensión crítica en el caso de empotramiento rígido de los bordes 
de la lámina. ¿En cuánto disminuirán las tensiones críticas, si 'se 
articulan sus bordes? Considerar que Z =2,1-10% MPa. 


% 
E im 
54 % 
Para el problema 11.27 Para el problema 11.29 


11.29. ¿Cuántas veces la tensión tangencial crítica de una lámina 
rectangular (véase la figura) es mayor que Ja de una lámina cuadrada 
de la misma área? El material y los grosores de las láminas son iguales, 
los apoyos son articulados. 

11.30. Determinar el valor adwisible de la carga £ para una 
viga de paredos delgadas, si el coeficiente de reserva de estabilidad 


Para el probloma 44.30 


del alma es n= 1,6 y E = 7,2-10* MPa. Considerar que los nudos 
están articulados y la pared tiene sustentación isostática en su 
contorno. 

11.31. Una lámina cuadrada con apoyo articulado de su contorno 
está sometida a esfuerzos de cizallamiento. Calcular en cuántas 
veces aumentará la tensión crítica, si la lámina se apoya en el punto 
medio por: a) un nervio, b) dos nervios cruzados (véase la figura). 


Para el problema 11.34 


11.32, La lámina ropresentada en la figura está cargada por los 
bordes con fuerzas de cizallamiento. ¿En cuántas vecos aumentará 
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la tensión crítica de cizallamiento, si la lámina se apoya por: a) un 
nervio longitudinal, b) un nervio transversal que pasa por el punto 
medio? Se supone que el apoyo de la lámina sobre el nervio es arti- 
culado. 


Para el problema 11.32 


11.33*, Un revestimiento cilíndrico reforzado está sometido a la 
acción de un momento torsor Myor = 50 kN -m. Las costillas están 
dispuestas a lo largo del revestimiento a 25 em. Doterminar el paso 
máximo zx de los larguerillos a partir de la condición de estabilidad 
de los paneles del revestimiento de grosor k = 0,2 cm. Viene dado: 
E =7,2-:10* MPa, Torop = 200 MPa. Considerar que las uniones de 
los panelos con las barras do apoyo son articuladas. 


Para el problema 11.33 Para el problema 11.84 


11.34*. Un panel rectangular delgado reforzado por los bordos 
con nervios rígidos fijados por medio de una fila de remaches expe- 
rimenta cizallamiento bajo la acción de la fuerza P. Determinar el 
valor admisible de la fuerza si la reserva de estabilidad es igual a 
n = 1,5, El grosor de la pared es h = 0,1 cm, el módulo de elastici- 
dad os E =2-10% MPa, tprop = 250 MPa. 

11.35*, Una lámina rectangular de grosor k = 0,2 cm, con sus» 
tentación articulada en su contorno, está cargada por los bordes 
con fuerzas tangenciales de intensidad y y fuerzas de compresión de 
intensidad N = 29, todas uniformemente distribuidas. Determinar 
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el valor qwor con que la Jámina perderá su estabilidad, suponiendo 
que la relación N:g = 2 se mantieno invariable durante la carga. 
Viene dado: a = 18 cm, b= 10 cm, E =7-10% MPa, y = 0,3. 
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Para el problema 11.35 Para el problema 11.36 


11.36. Una lámina rectangular de grosor k = 0,5 cm con apoyos 
articulados en su contorno está comprimida por fuerzas de intensidad 
N = 500 kN/m. Determinar la intensidad de fuerzas tangenciales q 
que debe ser aplicada adicionalmente en los hordesde la lámina 
para que ésta pierda su estabilidad. Viene dado: E = 2-40% MPa, 
1=03 4=05m 5b=04m. 


$ 5. Estabilidad local de barras de paredes delgadas 


11,37*. Determinar la fuerza comprimente admisible a partir 
de la condición de estabilidad local para una barra de paredos de)- 
gadas corta de sección en U, Viene dado: 


el coeficiente de seguridad de estabilidad A, 


es n = 2, E=7,2:40* MPa, Oprop=220MPa 
11.38. ¿En cuánto se aumentará la [az E 
carga compresora admisible para la barra e 


examinada en el problema anterior, si el —, E 
ancho del ala se disminuye en 5 mm sin — Pita el problema 11.37 
cambiar otras dimensiones? 

11.39. Determinar la carga compresora admisible para una barra, 
cuya sección transversal está representada on la figura, cuando el 
coeficiente de seguridad de estabilidad local es igual a n = 2, E = 
=7,2:10' MPa, pray =220 MPa. Comparar el resultado con los 


problemas 11.37 y 14.38. 


£en 
zor 
Caso ¡2óem 
Para el problema 11.39 Para el problema 1140 


11.40. Determinar la fuerza crítica a partir de la condición de 
estabilidad local para una barra de paredes delgadas que son de 
grosor constante kh = 0,6 mm. La sección transversal de la barra 
está representada on la figura. Viene dado: E = 2-10 MPa, 
Sprop = 300 MPa. 

11.41. Para la barra del problema anterior se pide elegir una 
relación racional entre los anchos de alas, la pared y dobleces, con 
la cual se podrá sin variar la masa de la barra aumentar al máximo 
su estabilidad local. Determinar la fuerza crítica máxima y compa- 
rarla con la obtenida en el problema 11.40. 


$ 6. Estabilidad de bóvedas 


11.42*. Una bóveda cilíndrica circular está comprimida por una 
Huerza axial P = 52 kN. Determinar los valores superior y de cálculo 
dinterior) de la fuerza crítica y los coeficientes de reserva de estabili- 
dad correspondientes a ellos, Vieno dado: £ = 7-40! MPa, el grosor 
de la bóveda h = 0,1 cm, su radio de curvatura R = 20 cm. 

11.43. Determinar el grosor de una bóveda cilíndrica de radio 
R = 15 cm a partir de la condición de ostabilidad si está comprimida 
por una fuerza axial P = 30 KN. El coeficionte de seguridad es n = 

5, E =7,2:10* MPa, Oprop = 280 MPa. 
11.44. Determinar la fuerza crítica de compresión de un panel 
<ilíndrico do grosor k+ = 0,8 mm con apoyo articulado on su contorno. 
Viene dado: E = 2,1 +105 MPa, a = 40 cm, db = 30 cm, R = 50 cm, 
Sprop = 200 MPa. 


+ Paca el problema 11,44 Para el problema 11.45 


11.45*, Determinar la presión exterior crítica p¿y de una bóveda 
cilíndrica larga de radio R = 10 cm y grosor k = 0,8 mm, suponien- 
do que E =2,1-10* MPa, ¡4 =0,3, Oprop = 250 MPa. 

11.46, Determinar el grosor de una bóveda cilíndrica larga de 
radio R = 20 cm sometida a una presión exterior p =10 kPa. El 
«coeficiente de reserva de estabilidad es n = 1,5, E =7,2+10* MPa, 

= 0,84, Oprop = 200 MPa. 
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11.47*. Una bóveda cilíndrica larga de radio R = 40 cm y grosor 
de lámina % = 0,15 cm se somete a torsión por momentos aplicados 
on sus extremos. 

Hallar el valor crítico del momento torsor, así como las tensiones 
críticas, si E = 7,2-10* MPa, y = 0,34, Tprop MPa. 

11.48*. Una bóveda cilíndrica larga de radio R = 20 cm, cuya 
lámina es de grosor h = 0,1 cm, está comprimida por una fuerza 
longitudinal Y = 100 kN. Determinar el 
valor del momento torsor que es capaz de 
resistir adicionalmente la bóveda hasta 
perder su estabilidad. La bóveda cs do 
acero: E=24-10% MPa, p=0,25, 
prop = 300 MPa, prop = 160 MPa. 

1L/A9*, Una bóveda cilíndrica de lon- 
gitud 1=3m y radio R=0,5m, cuya 
lámina es de grosor h=0,2cm, expe 
menta flexión pura, Detorminar el momen- — Pera: ol probloma 11:47 
to flector admisible, si £ = 2-10* MPa, 

Oprop = 240 MPa, ol coeficiente de reserva de estabilidad es n = 2, 
¿Euimo disminuirá el valor del momento admisible, si el grosor 
e la lámina se reduce a la mitad? 

11.50. Doterminar el esfuerzo cortante crítico de una bóveda 
cilíndrica de longitud 1 = 40 cm, radio RE =20 cm, grosor h == 
= 1,2 mm. La bóveda está fijada por un extremo y en el otro tieno 
aplicada una fuerza concentrada; £ =7,2-10% MPa, u =0,34, 
prop = 280 MPa. 

31.51. Una bóveda cilíndrica con un extremo fijo está solicitada 
en el otro por una fuerza concentrada, La longitud de la bóveda es 

1= 120 cm, el radio, A = 20 cm, el grosor, 
h = 1,6 mm. ¿Cómo variará la tensión crí- 
tica en la bóveda, si su longitud disminuye 
cuatro veces? Vione dado: E = 2,1-105 MPa, 
pH = 0,3, Oprop = 320 MPa, 

11.52*. Al evacuar el combustiblo de un 
tanque, en caso de desperfectos en el sistema 
de drenaje, es probablo la pérdida de estabili- 
dad de la bóveda dobida a la presión exterior. 
Determinar el grosor h de la lámina osférica 
Para el problema 11.52 superior del tanque a partir de la condición 

de rarificación profunda. El radio de la esfera 
es igual a R = 4 m. El módulo de elásticidad del material os E = 
= 7,210 MPa. La caída de presión es igual a 100 kPa; la presión 
se considera uniformemente distribuida por toda la lámina. La 
tensión de cálculo debe determinarse aproximadamente ignal que 
para una bóveda totalmente esférica (véaso la tabla 13 del anexo). 

11.53*. Un tanque cilíndrico de paredes delgadas fabricado de 
una aloación a base de aluminio y magnesio (E = 7,2:10* MPa), de 
diámetro D = 2 m, longitod L = 3 m y grosor de pared + = 3 mm, 
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fue sacado, con la válvula cerrada, del depósito en el que se mante- 
nían condiciones normales (q, = 100 kPa, 7, = 288 K). Comprobar 
la estabilidad de la bóveda, si la temperatura exterior es £ = 
= —20 C y q = 100 kPa. 
Indicactones, 1) Cuando el volumen es constante q,/q, = 7,/7, donde 
7. BT3 GE 042) la presión exítica se determina por los datos de la tabla £3 
lel anexo, 


11.54%, Determinar el coeficiente do reserva do estabilidad 
Ren do la envoltura del vaso de un tanque cilíndrico horizontal 
destinado a la conservación de productos criógenos, al llenar el 


tanque con nitrógeno líquido hasta el nivel p = (3/4) x. (véase la 
figura). Las dimensiones del vaso se dan en la figura. La masa del 
vaso con el producto es igual a 250 1; la temperatura del nitrógeno 
líquido es igual a 77 K. Considerar que la temperatura de la parte 
que contacta con el líquido es igual a la temperatura del producto. 
Junto a la superficie de división de fases la temperatura varía brusca- 
mente y es igual a 232 K.. El vaso os de acero especial (E = 2-10* MPa) 
el límite de fluencia a la temperatura 7 == 232 K es igual a 07, = 
= 270 MPa; a la temperatura 7 =77 K, 07, = 3100 MPa, el coefi- 
ciente de dilatación térmica es a = 12-10-* 4/K. Considerar que el 
límite de proporcionalidad es Sprop = 0,9604y- 


Indicación. 
similitud con las 
por medio de la: 


aja ( Boat ( —1+-L4h son cos 9) cuando (<<, 


es debidas a cargas de peso deben calcularse por 
tensiones debidas a cargas térmicas se determinan 


ul 


2 
ES son y cos q) cuando > Y. 


El ángulo y se cuenta a partir del punto inferior en dirección al superior 0 < 
SP 


11.55*. Un tanque esférico criogénico de volumen V = 1400 m* 
poses una funda de vacío de 16 m de diámetro y un vaso de 14 m 
de diámetro: para conservar productos criogénicos. El vaso y la 
funda están instalados sobre columnas. El aislamiento de los pro= 
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ductos del petróleo en el vaso lo asegura el alto vacío creado en el 
espacio entre el vaso y la funda. 

Determinar el grosor de la funda a partir de la estabilidad a una 
presión exterior p = 0,1 MPa. La funda es de acero (E = 2,05 Xx 
Xx 10 MPa, 0%. = 240 MPa). El coeficiente de reserva do estabili- 
dad es ey = 2,4. 

11.56*. Durante el transporte de una aeronave el compartimiento 
de combustible, cuyo esquema está representado en la figura, se 
encuentra en estado presionizado. Valorar el salto de presión (crítico) 
de la presionización (A9)or = 1 — 9, que ofrecó peligro por pro- 
bable pérdida de estabilidad del fondo intermedio plano. Viene 
dado: £ = 0,72-10* MPa, el radio de la esfera es R = 2 m, el grosor 
del fondo es k = 4 mm. 


» AA 
67 
Llao, aj » 


Para el probloma 41.55 — Para el problema 11.55 — Para el problema 11.57 


11,57*, Calcular la sección de una cuaderna circular de radio 
R =600 mm, considerando que su cordón está formado por dos 
angulares tipo Pr. 100 remachados entre sí (fig. 0). La cuaderna 
debe soportar una presión exterior p = 1,5 kN/m con un factor de 
reserva de estabilidad doble; E = 0,72-10% MPa. 


$ 7. Deformación postcritica de láminas 


11.58*, Determinar la fuerza de comprosión máxima N quo debe 
ser aplicada a una lámina de ancho 3 = 240 mm y grosor h = 3 mm 
roforzada on los bordes longitudinales por dos nervios (arguerillos) 
de área de sección F == 5 om?. Las tensiones críticas de la estabilida 
local del larguerillo son iguales a Ser1ar = 200 MPa, El material 
de la lámina es acero, E = 2-10 MPa, el límite de proporcionalidad 
es Oprop = 240 MPa. La posibilidad de pérdidas de estabilidad 
generales no se tiene en cuenta. 

11.59*. Un panel comprimido se compone de una lámina de dura- 
Juminio de ancho b = 150 mm y grosor h = 1,5 mm con los bordes 
reforzados en la dirección de la compresión por nervios de área de 
sección F = 1 cm* fabricados del mismo material que tione E = 
= 7:40* MPa, Oprop = 280 MPa. Determinar la carga de compresión 
con la cual los captadores pogados a los nervios registrarán una 
deformación relativa e = 210, 


205 


11.60*. Un panel compuesto de una Jámina de acero de ancho 
b = 200 mm, de grosor h — 2 mm con nervios de acero longitudina- 
Jes de refuerzo (larguerillos) de área de sección F = 3 cm? está solici- 
tada por una fuerza de compresión N =100 kN. Determinar las 
tensiones en los nervios, considerando que E = 2-10% MPa, Oprop = 
= 300 MPa. La posibilidad de perder la estabilidad de los nervios 
se excluyo. 


$ 8. Métodos numéricos. Utilización de ordenadores 


11.61*. Determinar la tensión crítica en compresión en una sola 
dirección de una lámina cuadrada de lado « con apoyos articulados 
por el método de diferencias finitas. En la primera aproximación so 
considera que el número de intervalos en cada uno de los lados de 
la lámina os igual a n = 2. Comporarla con el valor exacto de la 


tensión crítica. 
11.62*, Resolver el problema 11.61 con ayuda do un ordenador 


considerando que el número de intervalos es n =4 


$ 9. Tensiones tangenciales en bóvedas reforzadas 


11.63*. Por el método aproximado determinar las tensiones tan= 
gonciales en el revestimiento dol ala do un solo larguero y en el 
tabigue del larguero debidas a la acción do una fuerza transversal 
Q = 180 KN, considerando que el revestimiento recibe solamente el 
momento torsor y el tabique, solamente la carga transversal. 


Para el problema 41.63 Para el problema 11.64 


11.64*, Mediante- el método aproximado, se pide hallar las 
tensiones tangenciales en el revestimiento de un ala de dos largueros 
debidas a:la acción de un momento torsor Mtor = 160 kN -m. Las 
dimensiones de la sección son: B:= 1 m, b= 0,5 m, hy =0,24 m, 
ha =0,18.m, £ = 2,5 mm. Considerar que la punta del perfil está 
trazada por una semielipse, la parte media es trapezoidal. Las 
tensiones en la parte de la cola y en los tabiques de los largueros se 
desprecian. 

: 14.65*. Por el método aproximado se pide determinar las tonsi 
nes tangenciales en:el revestimiento y en los tabiques de los largueros 
del-ala de dos largueros, teniendo en cuenta la influencia de la falta 
deparalelismo en los cordones de los largueros, si en la sección de 
cálculo actúan: una fuerza transversal vertical Q = 800 kN, un 
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momento torsor Mior = 750 kN-=-m y un momento fleotor en el 
plano vertical M. = 7600 kN-=m. Viene dado: B=24 m, b= 
=16m,0=1m,h, =0,72m,h, =0,5m,t, = 4mm, f, =3mp, 
ta = 2,5 mm, F, =60 cm?, Fy = 35 om?. Los cordones de los Jar- 
gueros están hechos de un mismo material. El ángulo de conicidad 
del larguero delantero es y, = 0,025, del trasero, ya = 0,018. Consi- 
derar que la punta del perfil es una somielipso, la parte. media 
trapezoidal. Las tensiones en la parte de la cola se desprecian. Supo- 
ner que ol revestimiento y los tabiques de los largueros no perciben: 
tensiones normales. 


Para el problema 11.55 Para el problema 11.06 


11.66. Por medio del método aproximado, determinar Jos esfuer= 
zos tangenciales lineales y las tensiones en el revestimiento y los 
tabiques do los largueros de un ala cuya sección está representada en 
la figura. La carga transversal se reduco a la fuerza vertical O = 
= 140 kN aplicada a una distancia a = 600 nam del larguero delan= 
tero. Viene dado: B = 0,8 m, b = 0,6 m, k, = 0,25 m, liz = 0,17 m, 
t = 4 mm, t¿= 2,5 mm, 1, =1,5 mm, F, = 2Fy. Los cordones 
de los largueros están fabricados de un mismo material. El material 
de los tabiques y del revestimiento no percibe esfuerzos normales, 
El contorno izquierdo es una semielipse, ol contorno derecho es un 
trapecio, la parte de la cola no se considera. 

14.67*. El larguero trasero de un ala de dos largueros está roto. 
Por el método aproximado se pide determinar los valores de los 


Pora el problemo 11.67 Para el problema 11.68 


esfuerzos tangenciales que actúan en el revestimiento y los tabiques 
de los largueros antes y después de la rotura, considerando que la 
fuerza transversal os igual a Q = 200 kN. Se supone que a = 0,45 m, 
B=1m,5b=08m,h,=03 m, h¿=0,2 m, F, = 1,8F,, Los 
cordones do los largueros están hechos de un mismo material. El 
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revestimiento y los tabiques de los largueros no perciben tensiones 
normales. 

11.68*. Un ala, cuya sección está reprosentada en la figura, tiene 
un agujero en la parte dolantera del revestimiento representado en 
la figura con una línea de trazos. Mediante el método aproximado 
se pide doterminar en qué por ciento cambiará el momento torsor 
límite percibido por el ala. Viene dado: B= 1 m,b=0,5m,h, = 
=0,25 m, ha =0,2 m, t, =2,5 mm, t, =2,0 mm, t, = 1,5 mm, 
t¿ = 4,0 mm. El revestimiento y los tabiques de los largueros están 
fabricados de un mismo matorial. 


CAPITULO 12 


PROBLEMAS DE OLIMPIADAS ESTUDIANTILES: 


$ 1. Tracción y compresión 


12.1*. Determinar la magnitud del desplazamiento wa, del 
punto A después de aplicar una carga P, considerando que el-radio 
de la polea res sumamente pequeño en comparación con la longitud 1 
del cable. Las áreas de las secciones F y ol matorial de los cables 
ACB y DC son iguales. 


Para el problema 12.1 Para el problema 122 


12.2*, Calcular el desplazamiento vortical del pudo A bajo la 
acción de una fuerza P = 200 kN, si el diagrama de tracción del 
material de las barras tiene la forma de la función linea] a trozos 
representada en el gráfico. Considerar que 0, = 120 MPa, E = 
= 7:10 MPa, P =40 cm*, 13 m. 

12.3. Las barras que fijan el nudo A tienen un volumen dado 
constante Y. Hallar el valor del ángulo « con el cual la fuerza admi- 
sible P aplicada en el nudo será máxima. Determinar su magoitud, 
siendo dada la tensión admisible lo], para el material de las barras, 

Durante el montaje del nudo ABC do dos barras resultó 
que la barra AB es de una longitud mayor en 3,2 mm que la dimen- 
sión nominal. Por eso el nudo 4 obtuvo un desplazamiento horizon- 
tal inicial hacia Ja derecha. Después de cargarlo con la fuerza P, 
el nudo resultó desviado 2 mm hacia la izquierda de la vertical AC. 
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Determinar la fuerza P, si el módulo de elasticidad del material de 
las barras es E = 2-40% MPa, el área de la sección de éstas es F' = 
=4 em, 


Para el problems 123 Pera el problema 12.4 


12.5. Determinar la relación entre los ángulos a y f con la cual 
no aparecen tensiones de origen térmico en las barras, si el material 
de las barras es el mismo y las temperaturas de su calentamiento son 
iguales. La distancia entre el nudo A y la superficie de apoyo BC 
es constante (h = const.). 


a 
0) 
0 
A 
Para el problema 12.5 Para el probloma 126 


12.6*. Una barra absolutamente rígida se desplazó bajo la acción 
de una fuerza P = 640 kN (como está indicado on la figura con la 
línea de trazos). Caloular las tensiones en las barras surgidas durante 
la carga y las que quedan en éstas después do retirar la carga. Viene 
dado: 1 1 wm, ol material de las harras es el mismo, las áreas de las 
secciones de las barras son idénticas e iguales a F = 10 cm*, E 

2-10% MPa, el límite de proporcionalidad es Uptop = Or 


40 MPa. 
42.7. Sin cambiar la longitud de un tiranto, hallar su posición (el 
ángulo a) cón la cual la masa del tirante; determinada a partir de la 
condición de resistencia, sea mínima. 

12.8". El nudo A recibe una fuerza P de magnitud constante que 
gira lentariénte enel plano. Determinar el valor del ángulo a con el 
cual la mása dol material de las barras sea mínima. Las áreas de las 
es' de las barras son iguales y se determinan a partir de:la 


'n de resistencia. 


42.9*. El nudo A está fijado por dos barras elásticas iguales. 
Determinar los esfuerzos en las barras y la.magnitud 6 de.la bajada 
del-nudo bajo la acción de la fuerza P. El peso de les barras so des- 
precia. 


y 
CY 


a 


Para el problema 12.7 — Para el problema 128. Para ol problema 12.9 


12.10*. Un cable de acero de longitud 1=1 m y de sección 
F =4 cm” está fuertemente estirado entre dos puntos fijos dis- 
puestos a una misma altura. En el punto medio del cable se aplica 
una fuerza vertical P = 1 kN. Determinar las tensiones en el cable 
y la magnitud $ del desplazamiento vertical del punto de aplicación 
de la carga durante la deformación elástica del cable. El peso del 
cable se desprecia. El módulo de elasticidad es E = 2+10% MPa. 

¿En cuántas veces disminuirán las tensiones y la magnitud del 
desplazamiento vertical del punto de aplicación de la fuerza, si la 
fuerza disminuye 10 veces? 

12.11. Una barra absolutamente rígida está articulada en el punto 
O y os mantenida por el cable ABCD que pasa por las poleas 1 y C. 
Determinar la magnitud 5 del desplazamiento del punto de aplica= 
ción de la fuerza P. Hallar la sección del cable m—m que permanece 
inmóvi). Considerar que las magnitudes P y a son conocidas. El 
rozawiento en las poleas y su valor se desprecian. El área de la sección 
del cable es F. 


Para el problema 12.11 Para el problema 12.12 


12,12*. Una viga imponderable absolutamente rígida 04 se 
sostiene por cuatro barras iguales en las cuales son creados osfuorzos 
iguales N, de tensión inicial. Determinar los esfuerzos en las barras 
1, 2, 3 que aparecerán después de retirar la barra 4. 
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12.13*, Un sistoma de barras se compone de dos vigas absoluta- 
mente rígidas paralelas AO y BO" wnidas por cuatro barras elásticas 
verticales de igual rigidez c a la tracción. Determinar los esfuerzos 
en las barras surgidos después de aplicar en los puntos A y B momen- 
tos M de iguales magnitudes. 


el problema 12.13 Para el problema 12.14 


12.14. Hallar la magnitud y la dirección de la fuerza P aplicada 
en un nudo de tros barras, si se sabe que el nudo se desplazó por la 
vertical a A = 0,05 cm; E = 2-10” MPa. 

12.15. ¿A qué ángulo a hace falta aplicar en el nudo la fuerza P 
para que el desplazamiento de éste se efectúe por la vertical? Las 
longitudes de las barras son iguales, están hechas de un mismo mate- 
rial. El área do la sección de la barra AD es dos veces mayor que el 
área de la sección de las barras AB y AC. 


Para el probloma 1245 Para el problema 12.46 


12.16, Determinar la magnitud del juego-de montaje de la barra 
BC para que el esfuerzo en ésta después del montaje sea igual a cero. 
El material y las secciones están dados. El valor de h, las magnitudes 
de «a y f Sor: conocidos. 

12.17. La parte media de una barra escalonada, con empotra- 
miento perfecto en' el extremo izquierdo, está abrazada. por una 
pieza absolutamente rígida inmóvil que forma con las partes engrosa- 
dás de la barra juegos Ay =2,5:10-* cm. Calcular las tensiones 
máximas que surgen en;la barra bajo la acción de las fuerzas P y 
2,5P. Viene dado: P= 300 kH, F =10 cm”, E = 2-10 MPa. 
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12.48. En una barra con empotramiento perfecto en ambos extro- 
mos la tensión admisible a compresión es dos «veces. mayor que a 
tracción: [0lcomy = 2.101ys. Determinar la relación entro las longi- 
tudes a y b que hace los tramos AC y CB equirresistentes. y 


IMAN” E 
á E E Aa. E PS 
Las 
Para el problema 12.47 Para el problema 12.18 


12,19*. Una barra absolutamente rígida AB está suspendida 
por medio de tres vástagos paralelos hechos de un mismo material 
de módulo E. La sección del vástago medio es dos"veces mayor que 
la de los extremos, La temperatura del vástago 1 se eleva y la de 
los vástagos extremos 2 baja en la misma magnitud At. Determinar 
las tensiones en los vástagos y los desplazamientos 1w de los puntos 
€ y D, considerando que los vástagos no pierden la estabilidad 
de equilibrio. 


Para el problema 12.19 Para cl problema 12.20 


12.20*. Construir el diagrama de desplazamientos longitudinales 
de las secciones transversales de unas barras elásticas. El juego es 
igual a A. Las barras se calientan a 1”. El área de la sección de la 
barra izquierda es 2F, es decir, dos veces mayor que la de la barra 
derecha. El coeficiente de dilatación lineal.del material es q, el módu- 
lo de elasticidad es £. Examinar dos casos: antes de reducir a cero 
el Juego y después de reducirlo. 

12.21*. Un cubo de lado a está introducido en la muesca de una 
placa absolutamente rígida con los juegos Aa y 244. El cubo sobre- 
sale 3Aa sobre la superficio de la placa. Bajo la acción de una presión 
aplicada en la arista saliente los juegos se cierran, con la particula- 
ridad de que en el momento del cierre del último juego la arista 
superior del cubo se nivela con la superficie de la placa. Determinar 
el valor del coeficiente de deformación transversal del material del 
cubo, considerando que para él es justa la ley de Hooke. 

12.22*. Un cubo hueco hecho de material en planchas está some- 
tido a presiones interior y exterior p que son iguales entre sí. Doter- 
minar el cambio del volumen interior del cubo, sí son conocidos E, 
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1, p y el lado del cubo a. Considerar que el grosor de la pared es muy 
pequeño en comparación con a. 

12.23*. La figura muestra el estado tensional en el punto más 
peligroso de una pieza fabricado de material frágil. El mite de 
resistencia mecánica del material en compresión es dos veces mayor 
que en tracción. Determinar cómo varía la resistencia de la pieza, 
al cambiar la tensión de compresión 0, = —k0;. 


e." d0y 


Se 
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Para el problema 12.23 Para ol probluma 12,24 


12.24. Determinar las relaciones entre Ox, Oy, Tzy Para que el 
estado tensional plano, representado en la figura, resulte líneal, 

12.25*. Con ayuda de la III teoría de resistencia analice cuál 
de los estados tensionales representados en la figura es más peligroso 
desde el punto de vista de la resistencia. 


s e 
o do y Yo 

Para el problema 12.25 Para el problema 12,26 
dee 


342,26. Enslos-ángulos de-una lámina cuadrada están «aplicadas 
fuerzas concontradas dirigidas aylo latgo de las-diagonales. Detormi- 
nar las tensiones en-los lados-de un elemento pequeño separado enel 
cóntro de la.lámina:por' secciones paralelas a sus bordes. El lado a 
dela lámina y: su: grosor A:están-dados. "4 , 
»:,,42,27..,¿Con- qué relación entre las. tensiones indicadas on la 
Figura Oo; Oy: 02 Teyi Tess Ti. Ol estado tensional será plano y con 
qué relación:será lineal? 21 - 

»-:42,28*: Están dadas las tensiones a y T uniformemente distri- 
Buidas: por las-aristas de-una lámina triangular. Se pido-equilibrar 
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la lámina con tensiones en la tercera arista AC y comprobar la 
resistencia, teniendo en cuenta que-el material de la-lámina es frági 
Viene dado: [o 80 MPa, p = 0,25, a =21 = 20 MPa.* 


sul str 


pra Do 


Para el problema 12.27 Para el probloma 12.28 


relación entre las tensiones 0, y 0y para 
las diagonales dol: olemento rectangular ÁBCD 
ente de Poisson es igual a pr. 


A sou, 


40 m0 


12.29. Determina 
que las longitudes 
no varíen. El coefi 


Vó0ura 
Para el problema 12.20 Para el problema 1230 


12.30. Para el estado tensional volumétrico representado en la 
figura se pide determinar la tensión tangencial máxima. 


$ 2. Cizallamiento y torsión 


12.31. Un árbol macizo de sección circular cuyo diámetro es D 
está rígidamente empotrado en un extremo. En su otro extremo 
tiene fijada una traviesa rígida AB unida con barras iguales AC 
y BD. Las barras se enfrían en At. Determinar el área de la sección 
transversal de las barras de tal modo que las magnitudes de las ten- 
siones normales en éstas sean iguales a las tensiones tangenciales 
máximas en el árbol. 

12.32. Sobre la superficie de un árbol de acero de 50 mm de diá- 
metro están pegados dos extensiómotros mutuamente perpendiculares 
a un ángulo de 45” respecto al eje del árbol. Las indicaciones de los 
extensiómetros tienen signos diferentes y al mismo tiempo poseen 
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magnitudes absolutas iguales, -6,5-10-* unidades de deformación 
relativa. Determinar la magnitud y dirección del momento torsor 
aplicado al árbol. 


Para el problema 12.31 Para el problema 12.33 


12,33. Un tubo hecho de un material elástico-plástico ideal (véase 
la figura) está rígidamente empotrado en el extremo izquierdo y 
sometido a torsión en el derecho. El límite de fluencia del material 
es igual a py; el diámetro exterior del tubo es D, la relación entre 
los diámetros intérior y exterior es a. Determinar el valor mínimo del 
ángulo de giro y delsextremo derecho del árbol a consecuencia del 
cual todo el' material del tubo pasará al estado plástico. 

12,34. En dós árboles de acero AC y DL, de diámetros iguales, 
están rígidamente encajados los engranajes B y E, con una relación 
entre sus diámetros igual a 1:2. Construir los diagramas de los mo- 
montos torsores Myor y de los ángulos de giro q de las secciones del 
árbol al cargar el sistema con un momento K. 


; .Para, el problema 12,34 Para el problema 12.35 

12.35. Detorminar el ángulo. y al que es necesario:hacer girar 
el:empotramiento 2.de un árbol cargado en su punto»medio:con un 
womento-k para que la tensión en el extremo 4 so anulo. 
12,36, Calcular la, magnitud: £-a partir:de-la equirresistencia de 
las..partes izquierda y ¡derecha del árbol. «Viene dado:. D/d =1,2. 
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12.37. El ángulo de giro mutuo delas secciones A y B es iguala 
0,01 rad. Hallar.Ja tensión tangencial máxima, considerando. que: 
1= 40 cm, 6 = 8-10! MPa, D= 0,2 1m. ns 


Para el problema 12.35 Para el problema 12.37 


12.38. Un árbol rígidamente empotrado en ambós 
tiene aplicado en su punto medio un momento torsor-K.7Lh parte- 
jaquierda del árbol es hueca, con una relación entfe sus diáínetros- 
interior y exterior igual a a. El diámetro exterior del árbol es igual 
a D. Sin definir los momentos reactivos en los empotramiontos, se: 
pide hallar la relación entre las tensiones en las partes izquierda. 
y derecha del árbol. 


Para el problema 12.88 Para el probloma 12,39 ' 


12.39. Una barra redonda de diámetro D rígidamente fijada en 
los extremos está cortada en la sección C a una distancia igual a la: 
torcera parte de la longitud de la 
barra a partir del empotramiento 
izquierdo. En la parte cortada los 
extremos están apretados el uno con 
el otro. 

La barra se calienta en £* y luego 
se lo aplica un momento torsor K que 
crece paulatinamente. ¿Con qué valor 
del momento se efectuará el giro mutuo 
de las partes del árbol en el corte? 
El coeficiente de rozamiento es igual 
a f, el coeficiente de dilatación lineal 
del material del árbol es a, el módulo 
de elasticidad del material es E. La ten- Para el problema 12.40. 
sión no supera el límite de elasticidad. 

12.40. Un tubo de diámetro D, cuya relación entro diámetros: 
interior y exterior es «, tiene una fijación rígida en un extremo y 


ar 


aplicado on su punto medio el momento torsor X.. En el otro extremo 
«l tubo tiene impedido el giro por dos tirantes paralelos AC y BD 
«do iguales dimensiones y articulados a una traviesa rígida. 

Determinar los esfuerzos W en los tirantes, considerando que todas 
las dimensiones son conocidas, 


$ 3, Características geométricas de las secciones 


12.41*. Hallar los momentos de inercia les y centrífugos de 
aun triángulo isósceles rectángulo respecto a los ejes que pasan por el 
«centro de la hipotenusa, como está representado en la figura. 


6 y 
a 
ES 
04 
L e 
Para cl problema 1241 Para el problema 1242 


12.42. ¿Con qué relación entre las dimensiones a y h el módulo 
resistente de una viga de sección cruciforme con respecto al eje 
horizontal no variará al girar la sección a 45%? 

12.43%. Doterminar la posición de los ejes centrales principales 
«do una sección de paredes delgadas. El grosor de la pared es constante, 
pequeña e igual a h. Las dimensiones dadas en la figura son las de la 
línea media de las paredes. 


Para el problema 1243 Para el problema 1244 — Para el problema 12,45 


12.44. Para una sección en forma de rombo de lado a se pide 
«determinar con qué relación entre las dimensiones by h el momento 
«do inercia. y el módulo resistente respecto al eje central horizontal 
«serán máximos. 

<:42,45*. La figura, cuya área en el dibujo está rayada, se compone 
«do.n cuadrados inscritos uno en el otro Calcular el momento de iner- 
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cia de la figura réspécto al ejecontrál'horizontal z y al ejo z; inclinado 
respecto al horizonte a un ángulo a = 30” 

12.46*. ¿Con qué relación entre la altura h-y la, hase b. de un 
rectángulo, inscrito en un círculo, el momento de inercia y el módulo 
resistente respecto al eje central horizontal serán máximos? 


AS 
¡SS 
ISS) 
SALA 


“ 


Para el problema 1246 — Para el problema 1247 Pura el probloma 12.48 


12.47. Hallar los puntos que poseen la propiedad de que cualquier 
sie Z, que pasa por uno de estos puntos será eje principal del rectán- 
gulo, 
12.48. Sin recurrir a cálculos demostrar que los ejes z e y que 
pasan por el centro de la hipotenusa de un triángulo rectángulo para- 
lelamente a sus catetos son los ejes principales. 

12.49. Para la sección representada en la figura se pide hallar 
todos los ejes principales que pasan por el punto O. 


Y, 
DÍ 
Le 


Para ol problema 12.49 Para ol probloma $2.50 


12.50*. La sección está formada por un triángulo equilátero y 
un rectángulo, cuyas dimensiones están indicadas en la figura. 
Demostrar que la magnitud del momento de inercia respecto al eje 
que pasa. por el centro de gravedad del triángulo no deponde de la 
dirección del ejo. 
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$ 4. Tensiones en vigas y estructuras debidas a flexión 


12.54. ¿Qué forma debe tener una viga de sección rectangular de 
altura constante » (el ancho b de la sección es variable) para que la 
flexión de su eje reproduzca un arco de ciroun- 


2 - 
pH forencia? 
«Q a 12.52%. Trace las deformadas de las 


vigas. 
Para el probléma 1251 — 12.53*. Construir el diagrama de Jas ten- 
; siones tangenciales on una ¡sección transversal 
arbitraria /—1 de wna viga. Considerar que la carga tangencial + 
está uniformemente distribuida a lo largo y ancho de la viga. 


Para el problema 12.52 Para el problema 42,53 


12.54*, Una estructura plana que representa- un pentágono 
regular tieno aplicados cinco momentos torsores concentrados en los 
puntos medios de los lados. Construir los diagramas de momentos 
flectores y torsores. 


Pará ol problema 12.54 Para el problema 12.55 


$ A 

12.55. En la capa neutral de la viga representada en la figura 
fue instalado un tensómetro dispuesto a 45” respecto a la sección 
transversal. Al cargar la viga el tensómetro registró wn alargamiento 
AB de su base B. ¿De qué modo se puede determinar el valor del 
momento La partir de esta indicación del instrumento? La viga 
está fabricada de:un material que posee un módulo de elasticidad E 
y"cuyo «coeficiente de Poisson es w. La sección transversal es un 
rectángulo.de ancho b y altura h. M 
+: :42,56, Por los diagramas N, Q, M determinar cómo está cargada 
la: estructura. 
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12.57. Construir los diagramas de los factores de fuerza interiores 
de una estructura cargada con momentos distribuidos, 


| Para el problema 12.56 


12.58. Determinar Mmax: e 

12.59. Hallar la variación de la distancia '4B. 

12.60. Un voladizo de sección transversal rectangular está car- 
gado en su extremo con la fuerza P. Determinar las tensiones norma- 
Tos ou y tangenciales 1, en el punto K de la sección ABCD quo forma 
con Ja sección transversal un ángulo «. 


Para el problema 42.58 — Para el problema 12.50 — Pora el probloma'12.60 


12.61. Una viga dispuesta sobre dos apoyos tiene medio vano 
cargado con momentos exteriores distribuidos con una intensidad 
constante m. Construir los diagramas¿Q y M. 


”, 


Para el problema 12.61 Para el problema 12.02 


42.62. Hallar la distribución de las tensiones normales en la 
sección de una viga compuesta cuando ésta se encuentra trabajando 
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a flexión pura en el plano vertical e indicar la posición del eje neutro, 
considerando que la unión es absolutamente rígida. 

12.63. Un voladizo de sección transversal rectangular está some- 
tido a la acción de la carga representada en la figura. El ancho de la 
viga es constante e igual a b, la altura varía linealmente desde %y 
en el extremo cargado hasta A, = 3h, junto al empotramiento. Cal- 
cular la tensión normal máxima que surge durante la flexión. 


Y 
m 4 ga li 
o 
h 
Para el probloma 12.63 Para el problema 1264 Para ol problema 12.65 


12.64. Una viga recta homogénea de longitud 1 y peso G = ql 
descansa sobre un plano rígido. Determinar la altura a la que la 
viga sorá lovantada al aplicar en su extremo el momento Z = gP/8, 

12.65. Construir el diagrama de las tensiones tangenciales Ta, 
en la sección transversal de una viga que trabaja a flexión (e es el 
ejo longitudinal de la viga). La sección de la viga es rómbica. 

12.66. Construir los diagramas de los esfuerzos cortantes y los 
momentos flectores. 


a A 


Para el problema 12.66 Para el problema 12,57 


12.67. Hallar el desplazamiento horizontal del punto A del eje 
de la 
12 Construir-el diagrama del esfuerzo cortante y del momento 
flector de úna viga cargada con momentos quo varían linoalmente. 


Para-el probloma 12.68 Para el problema 1269 Para el problema 12.70 
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12.69. Determinar el momento flector junto al empotrámiento 
de una barra redonda solicitada-por una- carga: radial. distribuida 
según la ley g-=kq, donde k es una constante. 

12.70*. Una cinta fina inelástica, que eñ. el-ensayo:.de "rotura: 
resiste unesfuerzo «P, está-pegada a la superficie de! uria. barra de: 
goma de sección rectangular (véase lofigora). +Basándose:en-lahipó- 
tesis de secciones planas, se pide determinar el valor. de los momentos- 
que sómeten 'a flexión la construcción en el instante de romper la 
cinta; Se considera quo el grosor de la cinta es pequeño on'compara- 
ción con h. 


$ 5. ¡Desplazamientos en vigas y estructuras 
debidos a flexión 


12.71*. Trazar la deformada de la viga. Hallar los daclasecientós 
de los puntos de aplicación de las fuerzas P. 


A r P Y e 2 
E METEO 


Para ol problema 42.74 Para el problema 12,72 


12.72*, ¿Qué asiento A es necesario asignar a los apoyos inter- 
medios de una viga para que los momentos flectores en las secciones 
sobro estos apoyos se igualen a cero? 

12.73*. Una tira de sección rectangular b X h descansa sobre una 
pues absolutamente rígida. Determinar el tramo z de tira que será 
levantado del plano al aplicar en su extremo la fuerza P. Definir la 
flecha f. El peso específico del material de la tira es y. 


Para el problema 12.73 Para el problema 12.74 
12,74*. ¿Con qué relación entre las cargas q y P el desplazamiento 


del punto de aplicación de la carga P será igual a cero? 
12.75. Determinar el EA de giro en el punto B de la viga. 


p12 
” 2 PA 
Frañ TA $ 


Para el problema 12.75 Para el problema 12.76 


12.76. Considerando que a = 1/1 000, se pide determinar con qué 

«valor de L los extromos de la viga alcanzarán a tocar los apoyos Á y B. 
12.77. Hallar la flecha en el extremo del voladizo representado 

«en la figura dol problema 4.87,7. 

.. 12.78, Hallar el valor de z al cual corresponderá el valor máximo 

«del momento flector en la sección sometida a la fuerza P. 


Para el problema 12.78 — Para el problema 12.79 Para el problema 12.80 


12.79. Construir lós diagramas de Jas fuerzas interioros y deter- 
minar la flecha vmáx en el centro de la luz, así como el ángulo de 
giro en ol apoyo. 

12.80, En un marco.cuadrado de lado a ostá inscrito otro marco 
«cuadrado de dimensiones más pequeñas. El material y las secciones 
transversales de ambos marcos son iguales. Construir el diagrama M 
«cuando el marco interior está sometido a un calontamiento uniforme 


12,81. El puntal de un marco resultó más corto que la dimensión 
mecesaria en $. Determinar el momento flector en el empotramiento 
«surgido durante ol montaje. 

12.82. Elegir la dimensión a de tal modo que Ja flecha de la 
“viga en el tramo AB varíe de modo lincal. 


e 


Para el probloma 1281 Para el problema 1282 — Para el problema 12,83 


aia 


,.,12.83.. Encontrar el límite de indeterminación estática de una 
¡estructura. Construir el diagrama de momentos flectores. 
"42.84. El extremo izquierdo de una viga se,apoya sobre unresorte 
-cuya Figidez es igual-a c (c es la deformación del resorte provocada 
por-una fuerza unitaria): Viene-dado: g, l, c, E, 4.: Determiñar el 
asiento A del resorto. 
12.85. Una varilla de diámetro d está doblada, formando una 
cirounferencia «le radio r, a un ángulo 3/2 y después dirigida en 
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recta hacia él centro, Enel céntro (punto)O)/está aplicada perpondi- 
cularmente al plano del marco una fuerza P. Determinar el desplaza- 
miento del punto O en el sentido de la fuerza. 


EXT 
LK 
a 
A 


Para el problema 1284 Para el problema 1285 Para el problema 12.86 


12.86. Definir la distancia z a la cual corresponde un desplaza- 
miento nulo del punto A. 

12.87. Teniendo las magnitudes a y b'dadas, so pido determinar 
con qué relación entre los momentos de inercia de las secciones 
transversalos J, : Jy el desplazamiento linoal de la sección, donde 
está aplicado el momento concentrado L, será igual a cero. ¿Qué 
valor tiene en este caso el ángulo de giro de esta sección? 


Para el problema 12.87 Para el problema 1288 


12,88. Doterminar ol desplazamiento vertical del punto 2 del 
pórtico presentado en la figura. 


15-0584 


SOLUCIONES E INDICACIONES 


CAPITULO 1 


TRACCIÓN Y COMPRESIÓN 


1.3. Excluyendo los datos para los tramos 475. $76, 6—7, cuyos al 
mientos se distinguen mucho de los demás, calculamos la magnitud med 
alergamiento uniforme máximo 


(1210) 24 44—10)5 
AAA 2048 


Sonar 


Después do la rotura el alargamiento remanente medio es 
Sue e 111095414210) 2d 3041910510) 27, 


10 di 
Bn y 44 


1.4. Basándonos en los datos del experimento, compongamos la tabla de 
los crecimientos medios de las indicaciones de los tensómetros correspondientes 


[croctraten= Crestmiento | crecimiento 
Eo, is | lcd [ea 
E Med mI 'elas 
| 30,0 - - 
20 | 410 37,5 5 8,05 
30 10 46,0 8,5 8,05 
40 | 10 54,5 8,5 8,05 
so | 10 62,5 8,0 8,05 
sj 10 70,0 7,5 8,05 
mo| 10 78,5 8,5 8,05 
80 10 86,5 8,0 8,05 
s/j 10 96,0 9,5 8,05 
400 | 40 108,0 40,0 8,05 


al crecimiento medio dela carga en AP = 40 KN. Los primero lee creimentos 
so distinguen poco entre sí y, por consiguiente, corresponden a la depen- 
denefá Tínoal extre la fuerza y el alargamiento. Hallamos 


El módulo de elasticidad E 10:10 MPa. Restando de Anmea 
(la cuarta columna de la tabla) Ámejas (la quinta columna) obtendremos las 
magnitudes de las desviaciones de las indicaciones de log tensómotos respecto 
de la ley lineal en cada escalón de carga (lá sexta columna): Al sumar sucesiva: 
mente estas desviaciones (teniendo en cuenta sus signos) hallaremos las magnitu- 
des de la desviación-total respecto de la ley lineal para la carga dada; El límite 
convencional de proporcionalidad se halla con ayuda de la magnitud de la 
fuerza a que corresponde la desviación 2 A; =0,002%,1-k=3 mm. Esta 
fuerza se encuentra entre P = 80 kN y P =90 KN. Dicha fuerza se determina 


por interpolación “lineal. Pou =85,50. Ni: 
rs - a. S2SMa SIGMA 
0.5. El'érecimiento medio de las indica: 


clones, que corresponde a AP =10 kN para el 
tensómetro longitudinal es Ana = (10 + 9,5 + 
-+-10,5)/8 = 40 mun, para el tensómetro transversal 
es Any =3,5 mm. Los alargamientos absolutos 
som por tórmino medio: As, == 10/950 = 
«== 1,05 :10-4 mm, Asy = 3,5/1190= 2,9 10 mm. 
De aquí 


AP. 
F-Ba 
en Soalsn 009, Para el problema 1.7 
A Asalsa 


1.7. Cuando crece la carga en AP = 20 kN los crecimientos medios de las 
indicaciones de los tensómetros son iguales a: An, = 18, Ang = 19, Any == 37, 
Any = 59, Any = 19,5, An = 19. Los valores de las tensiones correspondientes 
a éllos son Ay == Any E-c == 2,54; MPa, Hallamos Ao, == 45 MPa, 40, = 
= 47,5 Mia, dos = 02,5 MPa, 40, = 07,5 MPa, Bo =48,75 MPa, 404 = 
= 47,5 MPa. 

El diograma de tensiones construido por los puntos experimentales está 
indicado en lo fígura con línea continua. media está representada 
con línea de trazos. 


AOmeá = 2:10*/((60 — 20) 10-40-4) = 5.107 Pa = 50 MPa. 
El valor medio de la tensión máxima, de acuerdo con el experimento, es igual 


a máx Ao = (Ag, + A04)/2 = 95 MPa. El coeficiente teórico de concentración 
de tensiones es igual a 


ar = máx A0/d0mea = 95/50 = 1,9. 


1.10. Para determinar el error máximo hace falta tomar los valores mayores 
de las magnitudes que se encuentran en el numerador de la fórmula, y los valores 
menores que figuren en el denominador 


1,02 -4,0051 Pp 
Emáx DIOR 1.046 Py =1.046E mea: 


AB==+ 0,046E qred» 


=1,9-10% MPa; 


p= 


15. 2 


SE RAE 
LAl. 0-7 =3 3393 =2-10* Pa=200 MPa, 
Pl 


Al=p=0,25 mun, e=0/E=407* 
1.13. En las partes de la barra no dobilitadas 
P_453084 5% 
A OA ATA Pam 47,7 MPa 
a 77.10 m. 


En la parto debilitada 


v 


1,44. Al descgínponer la fuerza P por las direcciones de las barras BA y BC, 
obtendremos N aa = —1,93P (compresión), N yg = P (tracción), 


ona= —1,98-3:10%4 1 (28—-4,8%) 4074) == —6,47-10* Pa=—04,7 MPa; 


nc =2:10% (0,1:10-1)=2-10% Pa=200 MPa. 


1.46. Sustituimos la carga sopartida por la resultante A == lg =4+2 5 
= 8 KN aplicada 'en el punto medio de la viga. Hallamos el esfuerzo Na y en 
el tomapuntas, igualando a cero la suma de momentos de todas las fuerzas que 
actúan sobre la viga respecto a la charnela O: R:2 — Nag"L,3 = 0. El brazo 
de la fuerza Map es igual a 0D =1,5»c08 30* == 1,35%. Mallamos Na g = 
=8-2/1,3= 12,5 kN. 

0 = NanlFan = 24,6 MPa 


En el punto C aplicamos una fuerza vertical igual a 1 y determinamos la reacción 
Nan en el tornapuntas: tenemos 1.4 — Nay:1,3 =0, Nap = 4/1,3 = 3,08. 
Cón'ayuda de la fórmula de Maxwell —Mofr calculamos el desplazamiento 


Nas Ñan a 
E FU lan =1,44 mm. 


1.18.. Hallamos las fuerzas longitudinales en los tramos de la 
la gua de todas las fuerzas que actúan sobre una parte de la barra a un lado 
la gccción examinada; El diagrama de las fuerzas longitudinales Y está repre- 
sentado“en la figura, *” i 
100 KN, Omsx=N máx/P=105-4/ (20-9-10-4)== 


=1,41-10% Pa=141 MPa. 


Nmáx 


El desplazamiento transversál'o de la sección se halla como la suma de los 
alargamientos Al; de los tramos de la barra entre el empotramiento y la sección 
en cuestión w = 2o(4/E, la :suma se efectúa por tramos en los cuales la tensión 
es constante. Obtenémos — , 


ipáx=(113-0,2—56,6-0,1 +-144-0,8)-40%/ (2-1011) =2,96-10—+ m = 0,3 mm. 
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1.19. Sumando sucesivamente las fuerzas, empezando: por el extremo libre, 
obtendremos el diagrama de las fuerzas longitudinales. (véase la figura): 
MNmáx = 20 +60 —120 =—80 kN (compresión), —Opppx = Nipaz/P 
= —80-109/(15 :10-4) == —5,83-407 Pa=—53,3 MPa, mar =Om4/E 


b ZZOMt  50NN 2044 


E 40 
Ao IN ¿y 
y 720 KN 100 KN_ TOD 89 
==> Y 
80 ed [e] 
a sr UE Ma y 
103, e ” E pm AS 
«om IE, 0 ¿a 
555 g290 


17 E e agus 
405 
ur ma — 2,753. 


Para el problema 148 Para el problema 1.19 


= —5,39-:107/(2-400) == —2,005-10-%, inma = Zejl; = —2,665-40-4-0,2 + 
+ 2:40-8.0,4 — 2.10-4.0,8 = —1,33-10-+ m. 

1:20. La rigidez a la tracción (compresión) se máde, por la megnitud de la 
fuerza que provoca un alargamiento igual a 1: c = P/A. Para la barra escalonada 


ALP ALP LP A e MEDIA 
dr capr= aer (arto) o suo AFA * 
Para la barra hueca 

Anveo e <P 4PL 4+0) 18D? (1—a?) 

hue EDI EDT > meo IS 
Tenemos Cesc =chuec, 2*/ (140%) = (1—a%)/ (148); B=(1—2a)/04, 

1,24. El esfuerzo que trata de arrancar el cilindro del cárter es igual a P = 
== pri/s. St la distribución del esfuerzo entre Jos espárragos es uniforme, el 
esfuerzo admisible es igual a P.=n (aa%/4) [o]. Igualando las expresiones 
obtenidas. hallamos que D Y pinToT= 14,4 mm; podemos considerar que 

=15 mm. 

1.23, Igualando a cero la suma de las proyecciones sobre el eje y de todas 
las fuerzas que actúan sobre el mudo obtenemos que 22 -cos 60% — P=0, 
A consecuencia de la simetría del nudo y debido a la carga aplicada los esfuerzos 
en las barras son iguales. De aquí N = P. De la condición de resistencia de la 
barra hallamos que P = 10%-5-10+= 5:10 N = 50 KN. 

Aplicando al nudo una fuerza vertical igual a 1 hallamos los esfuerzos en 
las barras Y = 1, Según la fórmula de Maxwell —Mobr tenemos 


.62-10->m=4,62 mm. 


1.24. Al proyectar todas las fuerzas que actúan sobre el nudo sobre los 
ejes z e y e igualando a cero las sumas de las proyecciones, hallamos las reacciones 
en las barras Na y = 290 KN (tracción), Mar == 410 KN (compresión). Las 
magnitudes incóguitas de las áreas se determinan de las condiciones de resis” 

cla 


FS lor Pao> 


Tomamos Fan=242 cu, P4C-<lolcomps F 
77 


Podemos considerar que F4c = 82 cm? 
1.25. Mediante las condiciones de equilibrio del nudo hallamos los esfuerzos 
en las barras debidos a la acción de la fuerza dada P: 
Nan =0,866P, N¿c=0,5P. 


Aplicando una fuerza horizontal 1, calculamos los esfuerzos en las barras provo- 
cados por esta fuerza que son iguales a NR, , =0,866, Mi =—0,5. 
Calculamos el desplazamiento horizontal del nudo 


á — y cun _ 0.500-109-0.800 0,2 ,.0,5-10% 
SITE 


2=3,32-1078 m=0,0332 mm. 


Los esfuerzos debidos a la fuerza vertical 1 son iguales, a NX, = 0,5, Nig = 
== 0,808. El desplazamiento. vertical es 
Y NiNYH__ 0,806-40%-0,5-0,2 y 0,5-105-0,880:.0.1 
v ¡EF 200 AO ZAG 10a 
=0.145-10-3 m=0,145 mm. 


El desplazamiento tolal del nuno es iguala A=VAFFA7 —0,42 om, 
10m Gm 014. 


1.26; Aplicamos la fuerza vertical 7 en el nudo A de la armadura y caleula- 
mos los esfuerzos en sus barras, examinando el equilibrio de los nudos. Las 
direcciones y magnitudes de los esfuerzos Y; 
están indicadas en la figur 

El desplazamiento vertical del nudo A se 
determina por la fórmula Ay = )) %/,4tN, = 
= 1,25:10-3-100-(1-4 — 141-411 + 1-1 — 
1-14 2.1 — 1,41 1,410) = 1,2510 m 

,25 mm. El signo menos indica que el 
desplazamiento es contrario a la fuerza 1, 08 
decir, está dirigido hacia arriba. 

1.27. El desplazamiento se balla por la 
Para el problema 1:25 fórmula A=)) N;Spi, conde Y; es el esfuer- 

zo en las barras debidos a la fuerza 1 

aplicada en la dirección del desplazamiento 
buscado, Ay es la desviación de la longitud de la ¿-ésima barra respecto 
de la dimensión mominal que se considera positiva, si la barra es más 
larga que la normal. Al aplicar en <l nudo A fuerzas iguales a 1 en las direc= 
ciohes horizontal y vertical ballamos las reacciones en los apoyos debidas a cada 
'una de estas fuerzas (por separado) y calculamos los esfuerzos en las barras de la 
armadura. Es suficiente determinar sólo los esfuerzos Nyc, porque las longitu- 
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eso Ay =$ Ay => :0,005:120 =0,4 cm, Az =0, El desplazamiento total 
del nudo es igual a 0,4 cm y está verticalmente dirigido hacia arriba (según la 
dirección de la fuerza 1). 

Después del montaje en las barras no aparecen tensiones. 

1.81. El sistema de barras es estáticamente indeterminado, porque para 
hallar tros esfuerzos incógnitos en las barras 
se pueden componer solamente dos ecuacio 
nes de equilibrio del nudo (9) X=0 y 
Y Y=0). 

Eligimos el sistema principal cortando 
una de las barras, por ejemplo, la barra 
AC (véase la figura a). Aplcamos en el nudo 
“A la fuerza P y calculamos los esfuerzos en 
las barras laterales, que la equilibran. Es- 
tos esfuerzos son iguales a Nyp =Nap = 
ma P/ 0 cos) == 0,5777. En esto caño el 
esfuerzo en la barra cortada es igual a ceto. 

Luego en al corto de la Barra modia — : Pera el problema 134 
del sistema principal aplicamos, las fuer- g E 
zas de tracción 1 (véaso la figura 5). Los esfuerzos en la barras son: Ny y = Nap= 

557 (compresión), Ngc = 1. 
El esfuerzo incógnito £, en la barra media del nudo dado se determina por 
medio de la ecuación canónica 0, X, + Asp = 0, donde 


Ma (—0,57718-1 491 
du DE AA a maga 0442-1071 
NiNde OS7IP (0577) 1__ 3 
dm Y) 2: IO —0,192:10-7 PI, 
Ha ee =043P. 
mn 


Los esfuerzos en las barras del sistema inicial se obtienen por la suma de 
los esfuerzos en el sistema principal debidos a las fuerzas P y Xy¡ NV, = Nay + 
+ X ¡Ñan = 0,577P + (0,577) -0,434P = 0,326P = Ny Ny = X= 
1 0,4344 Ta barra media es la más cargada. Para ella componemos la con- 


¿43AP. o 26 
7— <lo] donde [0] =th= 32 


dición de resistencia que es 
Hallamos 


130MPa. 


1,3-109.2-40-4 
a — 06-104 N=60 kN. 


P< 


La disminución del área de la sección de la barra media influirá solamonte en la 
maguitud 6,, la cual en este caso será 


(—0,57791 4 El] Es ; 
E 


Entonces X, =0,278P = Na, 
N, = N, =0,577P + (—0,577)-0,278P = 0,417P. 
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En este caso están más cargadas las barras laterales, para las cuales la 
condición de resistencia 0,447P/(2-10-1) = 1,3-40* nos da la magnitud de la 
«dmisible: P=62,4 kN. El aumento de la carga admisible será 


Carga ada 
2 100% =4%. 


1.34. El problema es tres veces estáticamente indeterminado. Cortamos 
tres barras interiores y al sistema principal, obtenido de este modo, le aplica- 


Pe 6 ER 0377 


17) 17) 
Lo ORTA 
ra Fer Rn-057 Ñn-4 155 
A Á 
e) 4) 


Para el problema 1.34 


mos consecutivamente la fuerza dada P y las fuerzas unitarias en los oortes 
(veáse la figura). Las fuerzas incóf Xy Xas Xy en los barras cortadas se 
definen por medio del sistema de ecuaciones canónicas 

SX, +81 X2 + S0Xs + 819 = 0, 

SaXy + E21Xa + Óm9Xo + Aap 0, 

En Xy + Ó19X2 + EX + Bop = 0. 
Los cooficientes y los miembros independientes de las ecuaciones se calculan 
por las fórmulas 

NiNntr Nin pad 

8n=2 Er > dir=» EF, * 


Sustituyeado los esfuerzos hallados para el sistema principal, cuyas magnitudes 


están indicadas en la figura, obtendremos 
Ay —1:165P-21 
BR 


Ayp= 


Baal EF EF* 

digno DB APAGO, 145692 4,4801 
AE EF EF EF > 
ESTE A TAME 
e EF EF == EF 


E 
(11155) (-0,577)-21 
EF 


—0577) (0-2, ((—457)-21 _ 3,404 
EF EF TB + 
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Después de sustituir as magnitudes calculadas resolvemos e sistema y obtenemos 
X= Nac = 0,464P, X= N, E DA9T., X= Nag = —0,470P. 
Los esfuerzos en las Parras (sterales (no cortadas) sé hallen como las sumas 
de los esfuerzos debidos a la fuerza P y de > las incógnitas halladas: y 
Nan =P —1,115:0,464P — 1 -0,197P + 0,577-0,170P = 0,365P, 
Nap = —0,577-0,404P — 1-0,197P — 1,155 (—0,170) P = —0,268P, 
1.39, Retizamos el empotramiento superior y sustituimos su acción por 


una reacción incógnita X4 que deliniremos de la condición de que el alarga: 
miento total de la barra és igual a cero: 


0,2X 4 04 (Xa—P) OZ —P) | 021XA—=5P) _. 

ie anida tE 
Do aquí X4=1,33P=206 KN, Xp=X4—5P=734 kN Compró. Los 
diagramas de las fuerzas longitudinales de las tensiones y do los desplaza. 
vw ata mn 


100 
y que 
o Em 
734 = 
la155 
Para el problema 4.39 
—7.34:405 


mientos están indicades en la figura. Omax= IATA =— 155 MPa, 
Winx 155 mm (en la sección donde está aplicada la fuerza 4P). 


1.41. La condición de equilibrio es: Naya + Nac = P. Las áreas de las 
secciones som: Fmag = 625 cm, Fay =122 em”. Las deformaciones de le 
columna de madera y de los angulares de acero son iguales: Almag = Alac: 


De aquí at a o Nina == HacEmadó mod — 2.58N 20. AL 


Enm: EsoFao 
matices E acisade equilibrio. obtenemos Nyc=0.28P, 
Nomad ==0,72P. pss 


Do la condición de resistencia de los angulares ¡3-373G=3 < 1.6-10Sobto- 


nemos P< 697 kN. 
La condición de equilibrio de la parte de madera de la columna 


HiTOT < 112-407 nos da la magnitud P<049 KN. La corga admisible se 


determina por el valor menor: P=697 KN. 
Si acortamos los angulares, la parte de madera de la columna puede ser 
cargada” adicionalmente a. una. ogni Ame dd 07 e 208 EN, Eta 
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carga provocará una reducción adicional de la columna A = ¿7 A a h “== 
= 4404 m= mm. Ésta es precisamente la magnitud del acortamiento 
necesario de los angulares con el cual la carga admisible sobre la columna crecerá 
hasta 949 kN, es decir, en un 36%. 

1,42. Utilizar la condición de igualdad de los alargamientos de la lámina 
y de los nervios longitudinales. 

1.45, Utilizar la condición de igualdad de alargamientos de los tirantes y 
de acortamiento del cilindro, pues debido a la simetría la barra efectuará un 
movimiento de traslación. Sustituir la carga g por la fuerza resultante aplicada 
en el punto medío de la barra, 

1.46. El problema es una vez estáticamente indeterminado. Elijamos el 
sistema principal, cortando la barra 28”. Hallemos primeramente los esfuerzos 
«n las barras del sistema principal debidos a la carga dada P y después, a la 


Para el problema 1.46 


fuerza unitaria aplicada en el corte, Las reacciones están indicad. 
El esfuerzo incógnito en barra cortada se hi de la ecuac 
X1:b,, + A1p = 0, donde 


en la figura. 
Ín canónica 


4121 212 
a ars) a 
Obtenemos X,=P/7, €s decir, Nay, =X, = 
PAP 8 
NTE 
La carga As halla de la condición de resistencia de la barra 
wuás cargada AM”: joggor <1,0:10*, P<258 KN. 


Si la barra electúa un movimiento de traslación, los alargamientos de todas 
las barras son iguales y los esfuerzos en éstas son proporcionales a sus rígidoces 
<p = EF ill. La resultante de todas estas fuerzas está aplicada a la distancia 
x= 2a a partir del punto A. El esfuerzo máximo N = 4P/7 será el de la barra 
más rígida CC”. La iuagnitud admisible de la carga en este caso es igual a P 


1-49. El problema es dos veces estáticamente indeterminado. El sistema 
principal se obtiene cortando, por ejemplo, las barras 7 y 2 (vénse la figura). 
Aplicamos sucesivamente al sistema principal la carga dada y las fuerzas ¡nita: 
rías X, = 1 y X, = 1 en los cortes (figs.-a, b, c). De la condición de equilibrio 
<alcúlamos el esfuerzo en la barra 3 debido a cada una de estas cargas y Juego 
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Para el problema 149 


hallamos las magnitudes de los coeficientes y los miembros independientes “de 
las ecuaciones canónicas: ñ 


Las ecuaciones canónicas tienen la forma 
6,93X, + 8,485X, — 31,06P =0, 12,49X, + 6,03X, — 39,15? =0. 
Resolviendo el sistema, obtendremos MN, = X, =1,92P, Ny =X,=2,2P, 
después de lo cual hallamos Ny = 11,3P — 2,45-1,922 —2-2,28 = 212P. 
La magnitud admisible de la fuerza se halla a partir de la condición de resist 
cia de la barra 2 (6 3): 
2,2P/(2:10-1) < 1,6:109, Tenemos P < 14,5 KN 


1.52. Las tensiones de origen tórmico se determinan de la condición de 
igualdad del acortamiento elástico de la barra a su expansión térmica 


1.53, El problema es estáticamente indeterminado. Cortamos la barra 
media AC y aplicamos en el corte las fuerzas X, == 1 (véase la figura). Según 
las condiciones de equilibrio se hallan los esfuerzos en las barras no cortadas 


Man se Nao == 0,577 (compresión), La fuerza incógnita X, en la barra cor- 
tada se hall 


Í2 por medio de la ecuación canónica $,,X, + 441 = 0, donde 
Mi —O577PA AGN A 
2 722 2EF HER 18. 


A= Y Vial; At¿=1,25-10?-80 (2 (—0,577)-1,45514-1-1)= 
Obtenemos 


3,33:10-41, 


48-10*F, 
Nan=Nan=—=0557X,=—27,1-40'F.. 
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Las tensiones incógnitas en las barras son: 


408 


0acr 48 MPa, 0AB=04D= — 13,85 MPa. 


2F 


1.54. El sistema es una vez estáticamente indeterminado. Calculamos las 
longitudes de las barras (están indicadas en la figura), elegimos el sistema prin- 
cipal, cortando la barra CD. Aplicamos en el corte fuerzas iguales a 1 y determi- 
'namos la reacción A en la barra no cortada BD, Los esfuerzos en los puntos 8 


LS. 77951 
Zu "807 
4 
Pgr-0.977 
Sistema principal pr 
Pora el problema 1.53 Para el problema 1.54 


y C se sustituyen por sus componentes representadas en la figura con flechas de 
Las componentes horizontales iguales a 0,943 electuarán el trabajo de 
¡érmica de la viga y deben ser tomadas en consideración durante el 


expar 
cálculo de Aye. 


Aye= Y) Vias Atili= —1,33-1,25-10-3.30-1,41-4-0,943-2,25-40-9-1-90+ 


Nit 12.346 4,332.4,44 
DES OT 


rt 12-10 


Npp=—1,33X, =—260 kN (compresión) 
0cp=1,925:104/10-9=1,925-10* Pa==102,5 MPa; 
03p=—2,58-10/ (5-1074) == —5,20-105 Pa== —520 MPa. 


o JiS5: Al calentar los casquillos, éstos se ensanclan más que el perno. Por 

eso ellos resultan comprimidos y el perno, estirado por fuerzas adicionales iguales 

a AN. Componemos la ecuación de los alargamientos totales de los casquillos 
y"del perno * 

AN-40-10-3 _ AN-40-10-3 _ 

cgUrAt-40-10-34-agop- 84:10:10 Dar Ea 

AN -50-40-3 

500 1-04 A —É 


De aquí AN = 16641 = 166-20 = 3320N = 3,32 kN. El esfuerzo total en el 
perno es 


N =No + AN = 23,32 KN. 
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1.58. Después de cortar la barra media, aplicamos al sistema principal 
obtenido X, = 1 y calculamos los estuerzos /Y en las barras laterales (están 
indicadas en la figura). Luego calculamos 


Ni (05770, 44 Y 
e SAM 
A1=D) Ni Ap=1:5-10; 51 =X1+ 10 


s 50 EF 
Nao=Xi= - ER 


Nap=Nap=—0,577-N ac =3,26-101F N. 


5,05-107F N; 


1,59. El problema es una vez estáticamente indeterminado. Córtumos la 
barra DC y aplicamos en el corte las fuerzas X,'== 1 (véase la figura). Calcula- 
mos el esfuerzo en el puntal BE a partir de la igualdad a cero de los momentos de 


Para el problema 1.58 Para el problema 1.59 


todas las fuerzas respecto al punto 4. El esfuerzo X, en la barra cortada so halla 
mediante la ecuación canónica 0,,X, “+ Ayo = O, 


Mn 12.2,256 1,265%-4,41 
UN 


Bro] Ni Api =—2,236-40-2;, 


2,236-40-9 
O 


Npa=1,265-26,5==33,5 KN; 
88-107 Pa=58,8 MPa; 


=2,05-104 N=20,5 kN; 


167,5 MPa, 


1.61. Las tensiones máximas actúan en la sección superior de la barra, 
cuyo peso es ígual a G= pglF. 
máx = C/F = pglF/F = pgl = 7,85-10%-9,8-10'=7,7-108 Pa =0,77 MPa. 


El alargamiento del elemento de longitud dz situado a la distancia » del extremo 
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libre os igual a -£%r z dz. El alargamiento total es igual ol desplazamiento del 
extremo libre 


El alargamiento de la barra bajo la acción de su peso propio es dos veces menor 
que el alargamiento debido a la acción de una fuerza igual al peso, poro aplicada 
en el extremo de la barra. 
1,64. Cortamos la barra tal como está indicado en la figura y hallamos la 
fuerza X a partir de la condición de que la suma de los alargamientos de los 
tramos de barra debidos a la acción del peso y de la fuerza, X debe ser igual a 
cero, Para calcular el alargamiento debido al. peso 

Ppopio es, conveniente utilizar la solución del pro= 

lema 2.61. 


Xoa , Og0Fy | X:b _ pgtn 
EFG BER, VERS BER O 
e 
a 
(e ) 
Va=X+ogaF o, Va=X—pgoPo. 
1.07. Las áreas de las secciones de la barra se 
hallan de las condiciones de resistencia: 
pa E, 
Top gr * 
Pio 
ol —05 (==) To]—022) 
lol! —pgz (12) 
ol —pg2)(01-pg (2) * 


Para el probloma 41.84 Ej 


El peso total de la barra es G=pgP 
nímo del peso alcanza cuando 


. Las tensiones en la barra medía alcanzarán el límite de fluencia antes 
que en las barras laterales. El crecimiento subsiguiente de la carga sobre el nudo 
es posible solamente a cuenta del aumento 
de las tenslones en las barras extremas hasta 
que éstos alcancen el límite de fluencia, opi 

¡1 valor de la e: que provoca en la barra 
media tensiones iguales a 07, (véase la solución 
del problema 1.31) es P,=(1-+2c08a) 
Fo = (1 ++ 2-0,8669)»2-260'= 120 KN. En 
este momento el mudo A bajará a une magni- 
tud A, igual al alargamiento de la barra media 
sometida a tensiones op: dy =0:1/£ = 


El valor mí- 


7, 948 ci. Después de alcanzarla carga el valor 

Pla barra media se alarga sin aumento de la 0 33775 A mm 
La carga máxima corresponde al estado . 

cuando las tensiones en las tres barras sean iguales Para el problema 1.74 
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a op. Esta fuerza es igual a P,= Pmáx =0nF (1 +2 0080) =142 kN. La 


carga admisible es [P] = ES = 71 kN. El aumento de la carga es igual e 
1 100% = 18,3% 


El desplazamiento inicial del mudo A, correspondiente a la fuerza Pa se 
halla por los alargamientos de las barras laterales bajo la acción de las tensiones 
o 

as blaz  2-108-4,455 
cosa 2-1011.0,886 


=1,73-10-2 m=0,173 em. 


El alargamiento posterior de las barras se produce sin el aumento de lo 
carga. El gráfico que expresa la dependencia de la fuerza respecto del alarg; 
miento está representado en la figura. 

1.73. La armadura tiene una ligadura sobrante. Elegimos el'sistema prin: 
cipal cortando la barra AB. Los esfuerzos en las barras del sistema principal 


Para el problema 1.73 


debidos a la carga dada y a las fuerzas unitarias, aplicadas en el corte, están 
representados en las figuras a y 2 respectivamente. La fuerza X, en la barra 
cortada se determina mediante la ecuación canónica $,,X, + Ayp 


Ma 5 16 08 0698 
O CN TT 


NÑd SS 511 _4,4 08__ 42. 

o) rr 
A 

Nap=Xy=—LE=0,636P, Nac=3 P+0488P (3) 


0,9352, 


B 
Npo=0:408P (—F)=—0,18P, Nap=—*F P+0:488P- += 


N po=0488P-Í> 


0,75P, 


La barra AC es la más ci -arga correspondiente al comienzo de la 
finencia en esta barra es iguala 0,935P == 0P = 8-109:5-10-4. De aquí P.= 
= 1,6:40 N = 160 kN. 

'Al alcanzar la carga el valor límito, también aparecerán tensiones de fluen- 
cia en la barra diagonal BD. En este momento en la barra 48 actúa 1 
Nan = Ps — 910F cos a= Piyry — 3-10*-5:40.0,6 


1,5-10* N. Componemos la con- 
04 = 1,5-105.0,6. De aquí la 


0-20 F-4a=Py3a; Py =201:8 =350 KN 
La carga con la cual tensión ea la barra más cargada alcanza el límito 


de elasticidad so determina mediante la relación 9 y9dt* 3.10% 
sultado obtenemos Pejag=236 kN. 

El factor de Dat dad es n==350/236=1,5. 

1:78, De la condición de igualdad a cero del alargamiento total de la 
harra hallamos la reacción en la sección inferior Rg=0,75P, En el estado 
lruite Rg/P =0,758¡qp/F=011=3:5-108-P yy, =467 kN. "Durante ol calenta- 


miento surgirán fuorzas de compresión adicionales X que se doterminan 
mediante la ecuación 


Xi 
OS 


X= —abt EF =—425 kN (compresión) 


Esta fuerza después de componerse en la parte inferior de la barra con la fuerza 
igual a 0,75P, ¡py disminuirá la carga límite 


0, 75P my 4,25-409 
A 108 Pza =3900 KN 


1,79. Los alargamientos de la armadura y del hormigón son iguales: 41yy == 
== Alar: Por 080 0p == 100jpr: Las tensiones admisibles según los datos son 
[olac == O0/kp == 133 MPa, T0)hor = op/ky, = 8,8 MPa. La tensión en el 
acero no debe ser mayor de 10 [o)ha, = 83 MPa, que es la tensión máxima para 
el acero. La fuerza admisible es [P]= [olor + Fhor + Omnáx.oc * Pao = 
== 8,3-1,6-40-1 + 83-3,2-103 = 1,57 MN. Si el cálculo se efectúa según 
las cargas admisibles, entonces 'la fuerza límite Pim = thor *Fhor=+ 
+ 1.00 "Pac = 5,2 MN. Cuando kp=3 la fuerza admisible [Pp = 
IL 173 MN. d a 
1.82, La tensión en la sección transversal de la barra es go = 9 + 0p 
= 80 MPa. De aquí la fuerza de tracción es igual a P =09F = 80 kN. 
1.86. La tensión en la sección transversal es o, = P/F. La tensión en la 
sección inclinada es 


¡De 
2 
0,50%, 0 99 sen a cos a = 0,609 cos* ez. De aquí 


Oe =00 0087 0%, Ta == sen 20 =0, Sen A 0080. 


Debo cumplirse la relación +, 
balla 10m 0 0 31 y calculamos O, Y Ta. 
1.87. El ángulo formado por la dirección de la normal hacia la superficie 
ab y-la dirección de la tensión principal 0, es «=90"—fP=10% 
04=0, Cost 10*+0, sent 10=147 MPa, 
da y099= 01 -+04—04=53 MPa, 
Ea = A senda =17 MPa, 
Tagan» =—Ta=—17 MPa 


1.88. 0, = 160 cos? a — 80. sent a =40 MPa. Resolviendo esta ecuación 
respecto a «, hallamos cosa = + Y 2/2, a = +45" 


ta DER son (+ 909) ==> 120 MPa. 
PEE - . 
191 1920 08, a 1920", 
1 
A AS 


o,=142 MPa, 04=—242 MPa. 
1.93, Calculamos las inagnitudes y direcciones de las tensiones principales” 


O, 


$ (60 4: Y HOFFAIO 30 + 86 MPa; 


0,=116 MPa, 0,=-—50 MPa; 
1020 EI, 714; ae 1748. 


El alargamiento máximo será en dirección de la tensión principal ay: 


a 12 0,510, 


El ¿estmiento correspondiente de la indicación del tensómetro es An = e,sk = 
= 6,5 mm. 


1.95. La fuerza que actúa sobre la caro lateral del cubo es igual a PV 2, 
Las tensiones en las caras laterales son 


4=0=-—P Y 2/F = 5.40 y 210 
Dos caras no tienen tensiones: 0, = 0. 


07 MPa. 


La variación relativa del volumen es ea=e+e+es AS (a+ 


oro A (—7,07:40'—7,07-40) = —0,487-40, 


1,99, Las tensiones principales som: 0, == 100 MPa, 0, == 00 MPa, 09 = 


(0, —0)*=58,9 MPa; 


1-24 


(010940) =35-10-4; 


105 J/ma% 


ECHA 308 3/00. 


160584 241 


1.101. o] !=0,—p(0:+0)=76 MPa<lo]te; 011! =0,—0)=120 MPa= 


dde 
=1(0ltr, A VO PF o FO —0)*= 1412 MPa < [oltr 


ley 0 =78 MPa < [0ltr- 

1.104. Las tensiones principales en la pared del flotador son 0= 
30. 0-2 2 $ . 

+ A + 0,5015 01 =0.6/t. De acuerdo' con la cuarta 

teoría de resistencia obtenemos 


V05 A < 160 MPa, 


de donde el grosor de la pared es 2==6,5-10-7 m=68,5 mm. 
1.109. Calculamos las tensiones principales: 


opr=+ (0h0y e VTA 


=$ (200 + V ao+or+a ($) 0.50 + 3605 
9,=3,660; 03=—2,880 


(la tensión principal media o, es igual a cero). 
La condición de resistencia según la teoría de Mohr tiene la forma 
Me y =0, — ko < lolo; he = [olo/fOloomp = 100/250 = 0,4; 
3,660 — 0,4 (2,660) < 100; 9 = 21,2 MPa, 


Los valores admisibles de las tensiones soni dy ==424 MPa, 0y = 
1,2 MPa, 1, = 10,6 MPa. 

Cuando las resistencias a la tracción y a la comprosión son iguales apro- 
vechamos ln tercera tooría de resistencia: cuando [o]==150 MPa, o] = 
=0 04 < lo); 3.680 —(—2,660) < 150 MPa, 0=150/6,82=23.7 MPa. 
144. La tensión máxima actón en los puntos de suspensi 


= (1d1/4) (0]=650 N. La tonsión en el punto inferior A=< ppp Hy1 


están vinculadas por la relación ah. donde pes cl peso de un metro 


de cable igual a p=Fpg=-7 +16-10-9-8:409-9,8==0.085 X/m. Resolviendo 
conjuntamente las ecuaciones obtenidas, hallamos f y 1: 


15 N. 


El valor de 47 so diferencia de 7 en un 29 . Por eso los hilos con pequeñas flechas 
de curvatura pueden considerarse uniformemente estírados en toda su longitud. 

4.112; Considerando que el alambre está uniformemente estirado (véase 
la solución cdel problema 1.111) en tode su longitud, por el esfuerzo 


ES a al 
4 


LE se calcula su alargamiento ==Fp=3Er =p > 
La ecuación de la curva del combado es A 
La longitud del alambre, combado ¡es 
y/2 =P 


3-21 Va (E) cama] [oh 


242: 


E] e (1435) 0 


22. Jeualando ambas expresiones'dé 
ETA 
+V: 


E 


es decir, el alargamiento Al=S— 


Al determinamos la flecha del combado f- 


:0,361 m. La. ten= 


sión en ol alambre es a=-7-=-—=-480 MPa. 


1.114, Puesto que la curva de combadura es una parábola y = kz* con el 
vértico en el punto C, entre las coordenadas de los puntos A y 8 existe la depen» 
dencia siguiente a?/5* = h,/h 5 = 2/20 = 0,4; a =b Y 01 = 0,316b; a + b= 
= 131000 50m; d= 38 da: a 12 10. El empuje =p (aJY/8ha) = 
- N, 

1.120. Durante el enfriamiento sobre la superficie de contacto de los cili 
dros surge una presión p. El cilindro de acero so estira por la fuerza Wap = 
= pD/2 y el: de cobre se comprimie por la misma fuerza Noqy = Vao = pD/2. 
La variación de los diámetros de los cilindros debe ser igual. La condición de 
reciprocidad de deformaciones es h 


21D, 0 
e ta]: 
De aquí hallamos la presión entre los 


2agoMEncEcoP reco 
DiEsoFac+ EcovP cor) 


ndros 


2-4,25-40-%-45-2. 4011-4012. 4-10-9:4:40-2 
DIRA O 


4,5 MPa, 


.- 


1.122. El diámetro de la superficie de encaje es D = 60 + 2-5 = 78 mm. 
El calentamiento de la camisa debe aumentar su diámetro en 0,05 mra 
=5+10-% m para que se pueda cjcctuar el ajuste: 
nc AID = 1,25-40-5.42.7,6-10-2 = 5.105, Ate 52,5 Ko 
Después del: enfriamiento se efectuará una deformación elástica del casquillo 
de la camisa bajo la influencia de la presión mutua. La presión p se halla de 
la condición de igualdad de la suma de las deformaciones radiales de los cilindros 
a la magnitud de la apretura: 


TG t0=p 4 TG-403p EXT 
ZAIDA PEAD 76.10 + 


de aquí p = 2,8 MPa. Las tensiones en los cilindros son: 


13,3 MPa. 


1.125. Las tensiones en las secciones horizontales de la parte cilíndrica del 
vaso son constantes 


cts (14) 


Las tensiones en las secciones meridianas son: en la parte superior del cilindro 
9, = pR/h = 0, porque p = 0, en el lugar de unión del cilindro con la esfera 


01 = PR/A = pg (4 — R) R/h = 7,84 MPa, 
En la parte esférica las tensiones rm: 
a =2E — 88 MPa. 


1.129. La tensión en la sección con la coordenada x se expresa así: py = 
= Pa + (Po — Pa) (2 — a)/(6 — a). Los radios de las secciones extremas del 


mas están en el pusto inferior 
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tubo son Ra y Rp, el radio de la sección = es más cómodo expresarlo a 
través dol ángulo de inclinación de la generatriz del cono; 


Ra=atga, Ro=btga, Re=ztga, 
Componemos la cenación de equilibrio dela parte cortada del tubo 
doh-25Ry cos a Í ne 2nResen a ds, donde e. Después de efec= 
tuar la integración hallamos la tensión longitudinal 


za 


0 a (RIP NA 2), 


0=; 


Las tensiones principales meridianas o, se ballan mediante la ecuación de 
Laplace teniendo en cuenta que los radios de curvatura principales del tubo 
zta 
CS 
abs za 
haha 


a- y pm: 


a 


o (0—2)+ po (2 —a)l. 


.131. Examinando el equilibrio de la parte izquierda de la barra cortada 
F distancia x del extromo Á obtenemos la siguiente expresión de la fue 
longitudinal: 


Na=P= Ñ aro deal [¿— | mm (1 F+senF) ar]. 
0 ; 


Para las transformaciones sucesivas es más cómodo introducir la coordenada 
adimensiunal £ = z/1. En este caso la fuerza longitudinal se determina por 
AEDEnOR 


NO0=alib—Cc (0, 
donde está introducida la designación 
4 


Cp ¡ In 1 444sen 1) de. 
0 


En idioma algorítmico fortrán la expresión para la fuerza longitudinal se 
oggribirá como FORCE = F2* (XI — €) con el so del operador de adjudlca- 
ción. 
“Aquí FORCE es el identificador de la fuerza longitudinal N, FZ es ol inden- 
tifiador del producto ql, XT es el identificador E, 
Calculamos los. valores de la fuerza longitudinal en las Secciones distantes 
entre sí a.0,11, es decir, cuando el paso es igual a ¿= 0,1. 
Abajo seda una variante de programa posible. 
PROGRAM: ¡BRUSI 
¿e EXTERNALUFUNI 
.y RBAD(5 191)X1,Q,AL. 
1D1LUFORMATE11.3) 
Fg=0Q*AL 
DOU5_1= 4,41 
B= (0419. 
CALLLIGAM(FUNI,S..B,8.21,0) 


FORCE = FS *(X1 — €) 
5UWRITE(6,191) FORCE 
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STOP 

END 

tia vu Pas (XXX,A,B,EPS,T) 

subprograma estándar) 

RETURI » 

END 

FUNCTIONUFUNI (1) 

FUNI= ALOG (1.-+T-+SIN (T)) 

RETURN 

END 

En el programa hón sido usadas las designaciones: 

EXTERNAL es ol operador de subprogramas exteriores, 


READ es el operador de salida, 
FORMAT — es el operador de-formalo dela introducción y 
DO es el operador de ciclo, 


CALL es el operador de llamada del subprograma,GAM, 
WRITE es ol operador de salida de los resultados a la impresión. 

El subprograma estándar SUBROUTINE Jlamado GAM pormite calcular 
ln, integral definida C () sogón el método modificado de Gauss con la exactitud 
relativa da 
El subprograma FUNCTION; llamado FUNI, formula la función subintegral 

trabajo del "subprograma SUBROUTINELY 
do en el programa, puesto que se encuentra 
en el banco de subprogramas estándar. 

Loa datos obtenidos en la, impresión so utilizan pare construir ol gráfico de 
variación de lu fuerza longitudinal Y 

1.135, Deshacióndonos del empotramiento izq 
gor, nun fuerza incógnita R que so halla dela igualdad x cero dol desplazamiento 

la sección 


Aa=R6n—Aq=0; 
do aquí R=Ag/ón. 

En oste caso el desplazamiento Ay del extremo liberado A de la barra bajo 
la acción de la carga q se halla por lA fórmula 


0 
ld 


o después de pasar a la coordenada adimonsional £= 2/1, 


f_ sa 
25d] RPM 


CTE ¡ tar 


Definitivamente Ay ==; ¿gg Cg, donde Cy=| ¡fio > De esta manera 


la expresión de A, puede ser escrita en lies fortrán en forma de operador 
de adjudicación 


DQ=4=Q «AL «e 2/3.4416 « E = D ar 2) » CQ, 


donde CQ es el identificador de la integral C¿. 


El desplazamiento del extremo de la barra bajo la acción de la fuerza 
unitaria aplicada en la sección liberada A es 


Al introducir la coordenada adimensional obtenemos 


2 


>: ds 
5n= Egg Cn donde Co=) pr 


E 


El desplazamiento ón so introduco en el programa en forma de oporador de 
adjudicación 


DR=4+ AL/(3.1416 « E « D e» 2) » CR, 


La rencción incógnita R=Ag/8p se escribe en la longua algorítmica fortrán 
en la siguiento forma do operador de adjudicación: 


R=DQ/DR. 
riante del programa do determinación de la rencción se da a 


La posiblo 

continuación. 
PROGRAMUBRUS 14 
EXTERNAL FUN 14, FUN 144 
READ(5,114)0,AL,E,D 
CALLLUIGAM(FUN 14,9..1..3.2 eS 
DO=4s (+ ALes 2/3.14109B+De=2)a 
CALLLIGAM(FUN 144,9 ..1..2.234,CR) 
DR==4+AL/(3.1416«E.D0.2)+CR 
R=DO/DR 
id DAD CQ:Ón E 

MALIFORMATOE 19.5) 


END 
SUBROUTINELIGAM(XXX,A,B,EP 
(sub; 7 estándar) 

'ETURN 


END 

FUNCTIONLJFUN 14(T) 
FUN14 =T/(1. + T**5,/7.)) ** 2 
RETURN 


END 

FUNCTION) PUNISA( 

FUN 14A=4./(1.+-T*(5./7.))*+2 
RETURN 

END 


CAPITULO 2 


CIZALLAMIENTO Y TORSIÓN 


2.2. Si o, = 0, tiene lugar cizallamiento puro con tensiones tangenciales 


+= 0 = 12) MP: 
EJ módulo de cizallamiento es G =/(2 (1 + p)],= 8-10! MPa. El despla- 
,5:109/E == 7,5:10-4, de aquí E = 2:10! Pa, La defor- 


zamiento relativo es 17. */G =1,5-10 ra 

E, 2,5104 de aquí y = 0,933, G=E/(2 (1 + pl 
mación relativa es €, = pe, == 2,5 10%; de a = 0,333, G=E - 
IS E eli 

2.5. La carga P que actúa sobre la barra BC se equilibra por las tensiones 
tangetcialos x que se tranemiton desde una Jámina que trabaja a cirallamiento 
Puno: Pa er E th, dondo F == Al es el área de la sección de la lámina, 1 
Dela altura de la lámina (la longitud de la barra BO), 


_ TAO 
-10* Pa =50 MPa, G =p Pg =2.6-1000Pa 


,B-104MPa, 
La 02-102 rad, Ac=y!=4,8-10-* m=0,48 mm. Las tensiones prin- 
cipales son: 0, =T=30 MPa, a, =-—T=—50 MPa. Los alargamientos de las 
diagonales son: AL4c=tlac="42 (0,—105)==0,38 mm, Algp=-0,388 mm. 


M 
2.8. La fuerza con la cual la pieza presiona sobre la chaveta es P == ¿7775 . 


De la condición de resistencia a cizallamiento de la chaveta ol valor admisible 

6 la fuerza os igual a [P] = [1] 51 = 2,4-10% N = 24 KN. Según la condición 
de resistencia al aplastamiento [P] = [0lap (4) 1=24 kN. La chaveta posee 
una misma resistencia a cizallamiento y al aplastamiento. El momento admi- 
aible,os [MA] — (81 4/2 = 0,5 EN om 

2.10. El gorrón se corta en dos secciones, cuya área total es Fo1y=2(1/4) dt = 
= 6,28 -10-4'ín2, La fuerza admisible para el cálculo a cízallamiento es igual 
a Po [elos Pom = 5404 N = 50 KN. 

La superficie de aplastamiento es igual tanto para el grillete, como para los 
dos ojales Fay = 204 < 32 em. Para el material de las píesas lo tensión ad- 
misible de aplastamiento es menor que para el material del gorrón. Por 280, 
partiendo de la condición de resistencia al aplastamiento de las piezas, obtene- 
mos P= (0), Fap = 57,6 EN. Lo determinativo es el cizallamiento, La fuerza 
admisible es 170] = 50 kN. 

2.12. Los remaches son de dos cortes; el área de corte de cada remache es 
Fay = 2:080/6 = 2,54-10-4 m. Las áreas de polestamiento de la plancha de 
unión y de los dos angulares son iguales: Fap = 2h, =),d = 8-10-% 2, 


247 


De las condiciones de resistenci 
el número de remaches: 


Po 22400 
PF esa 1072, 51-107 


cizallamiento y al aplastamiento hallamos 


n= 


Elegimos el número entero mayor n = 10 remaches (5 remaches en cada hilera). 
2.13. Determinamos la fuerza P 
a partir de la condición de vesisten- 
cia de las hojas a la rotura en las sec- 
ciones de la primera y la segunda 
hileras de remaches: Py = (0h (6 — 
— 2d) h= 422 kN, 0,75P, = Jo lex 
X(b— 4d) h (tenemos en cuenta que la 
rimora hilera de remaches percibe 

,25P,). Hallamos Py= 435 KN 
A' partir de la condición de Fesis- 
tencia a cizallamiento de los rema- 
ches determinamos que Py = 312 KN, 
De la condición de resistencia, al 

Ed 
A aplastamiento hallamos Py =770 kN. 
>fzr70 Como fuerza admisible tomomos la 
Mer o42e 0,250 menor P = 312 kN. La resistencia de 
” pre las hojas en la unión está reducida 
en (2d/0) 100% = 18,59%. 

2.45. Pasamos la fuerza P al cen 
tro del remache 2 añadiendo el m 
mento M =0,26P. La fuerza se 
distribulrá uniformemente entre tres remaches. El momento cargará los dos 
remaches extremos:con las fuerzas 47P. En la fígura so ve que 
la fuerza mayor (total) está aplicada 


Py == 0,83P + 2,17P =2,5P = 45 KN. 


De la condición do resistencia del remache a cizallamiento (unión de doble 
corte) obtenemos 


2 E 


Para ol problema 2.45 


d= / LLENO — 9.10 m=19 mom. 


La condición de resistencia al aplastamiento nos da la siguiente magnitud del 
diámetro:, 


' d= 4,5-104/(2,5 108.102) = 1,8-10-2 = 18 mm. 


_Determinemos cuál de los remaches está más cargado en la hilera vertical. 
Despúés de pasar la fuérza 'a la línea de disposición de los remaches surge un 
inomento adicional “M, = 0,42P = 0,4218 = 7,56 KN -m. Este momento se 
equilibra por pares do fuerzas. horizontales que surgen en los remaches. Las 
magnitudes de las fuerzas son proporcionales a la distancia entre e] remacho y 
el centro de la unión. Teniéndolo en cuenta, obtendremos 


P¿:0,48 + (1/3) P3-0,08 = 7,56-102, 


de donde P¿= P;= 37,8 KN. 
Los:esfuerzos en los remaches 5 y 6 serán tres veces menor. 

La fuerza P se:distribuirá uniformemente entre los remaches y cargará cada 
uno de ellos con una componente vertical P/4 = 4,5 kN, Teniendo en cuenta 
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la presencia de componentes horizontales debidas al-momeñto, hiallamós lo 
fuerza resultante aplicada a los remaches 4 y 7 más cargad: 


¿=Py=V ITEF4,5=38 kN. 

sobre el remache 3 en: la “hilera: 
que 

igual 


Esta fuerza es menor que la fuerza que aci 
horizontal. Por eso el diámetro del remach 


,12P. La fuerza se distribuye uniforme- 
mente entró los remaches. y da componentes verti- 
cales iguales a $ =0,2P. 

El momento carga los remaches con las fuer- 
zas T perpendiculares a los radios r = 4-10-9X 
x Y 2 =5,66-10-2 m (véaso la figura) que unen 
los contros de los remaches periféricos con el re- 
mache central 


M=4Tr,  T= MI4r) =0,53P. Para el problema 2.47 


Mediante el teorema de los cosenos calculamos la suma geométrica de las fuerzas. 
Ty $ para los remaches 2 y 4 más cargados 


=P =V TF STFRTS cos 187 6,85 KN. 


Después de quitar el remache central la fuerza S aumentará hasta 0,25P. 
La fuerza 7 mo variará. La fuerza sobre los remachos más cargados será 


Pa=P= Y DSPREODPAFZ053-0.25-0,707P* =0,728P==7,28 KN. 


Como resultado el factor de seguridad de la unión disminuirá en 7,28/6,85 = 
== 1,06 vez (en un 6%). 

2.18. Pasar la fuerza a la recta que une los centros de los remaches, añíadien= 
do el momento M == P-e; descomponer lo fuerza y el momento entre los 
Tomoches tal como ha sido hecho en el problema 2.16. 

2.19. La condición de resistencia del cordón en soldadura a tope nos da 


109 
10d 


El ancho de la banda debe sor mayor en 1 cm para compensar la soldadura. 
incompleta posible del cordón: ¿=10-+1=11 cm. 

La banda do esta anchura soporta sin riesgo la fuerza P, = [0)pp dh 
= 154 KN. El porcentaje de aprovechamiento 'del material de la banda es igual 
a 557 100% = 05%. 

2.24, El esfuerzo de cálculo en el angular es igual a P=> 1,6 -10%-15,1-104= 
= 2.42-10% N — 242 kN. Determinamos la longitud sumaria de los cordones: 
leor suponiendo que el grosor del cordón es igual a 8 mm: 

2,42-105/(0,7-8 10 Moor) <9-:107, Igor = 48 cm. 
El ancho de ala del angular es 5 = 8 ci, por consiguiente, la longitud de tra 
del corión frontal es ly, = 8 — 1 =7 cm. Para los cordones laterales qu 


dret = lvor — ler = 41 Gm. La longitud de los cordones laterales debe ser ín- 
versamente proporcional a sus distancias hasta el eje del angular 


ltda 013 co = 5,65/2,85 = 2,4, 


<10% lopr > 107 m=40 cm. 
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Los longitudes de cáleulo de los cordones son l,—20cm, [,420m: a estas 
longitudes hay quo añadirles tem para compensar la soldadura incompleta. 
Entonces, 1, =30 cm, l¿=13 cm. 


42.27. El alargamiento relativo es e=An/(ks) =0,6-10%, Durante la 
storsión 0, =T, 04=—T, por eso 
2=(0,—po)/E=1 (1+u)/E=0,6-10, 
De aquí 7 = 0,6-10E/(1 + u) = 1,2:103G, Por otro lado 1 = M/Wi = 
16-9-10%/(m-1,25-10-3 (1 0,57%] =3,3-10? Pa =33 MPa, 
Obtenemos que G=2,75-10% MPa. El ángulo de torsión es 


A 01-102 rad=4%40", 


ZA 2 1,2010" (10,07) 


«3.215 Calouleaos las tensiones tangenctles (véase a solución del problema 


Ap= 


1=ex/(1 + u) = 52,3 MPa, 
(Luego G= Ell2 (1 + u)]=7,7-40% MPa. 


Diem Da) =2,75-409 m8, 
Wir=2411/D=0,88-107 mi. 


En la superficie del árbol Y = Miqr/ Way, de aquí Mor = 3,6 KN «1. La potencia 
N == Mie == Mior/30 = 188 KW. 
El 'dhgulo de torsión del árbol es 


Mrort IR 
4 A 02-402 rad =35', 
2.30. Según la condición de resistencia 


3 Mor 
y Mier 04.103 Mir m, 


¿Según la condición de rigidez 
£ / TEM. 
Vr 
:xpresiones obtenidas del diámetro del árbol hallamos que Mtoy = 
K En este caso el diámetro del árbol es igual a D = 0,4 X 
Xx 102318 = 0,228 m=228 cm. 
. Sumando sucesivamente los momentos aplicados a un lado de la 
«sección sutesiva del árbol construimos el diagrama de momentos torsores (véase 


Aa figura). A' partir del momento mayor calculamos el diámetro del árbol, basán- 
«donos en la condición de resistencia 


3/ TM _ 4 
A =V 


10-25 Mior me 


3Mgualando las 
= 1,85-105 


0,097 m=9,7 cm. 


Las tensiones tangenciales en la superficie del árbol som Ti = Mio Wir 
«donde Wi = 1D%/S = 1,8-40 
'¿ En la figura está mostrada lá variación de T.agx a lo largo del eje del árbol 
¿lx variación de £ pot el radío del árbol en tres secciones AA BB: CC. 
1 ngulo de torsión relativo del áxbol es 9 = Mior/(G/(p). El diagrama de los 
ángulos de giro de las sécciones y = Magrl/(GJ1,) Puede ser construido medisnte 
la integración sucesiva de la función q, a partir de la sección fija. 
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2.35. Determioamos los diámetros de los árboles. Para el-árbol de: acero 
LS 3 
10 mec, Jirno=zime=25,1 cm, 


Doc 


Para el árbol de alum: 


jo 

3/ 16107 4674 e e] 
Du= YE =4,07:10m=4,67 cm, Jir.a == =40,90m4.. 
La relación de los ángulos de torsión es 


Heras 
E 4,48. 
Pac — Gardtrar 


La relación de las masas es 


Mas  DioPac 009, 
Ma Da 


2.39. El problema se resuelve análogamente al problema 2.33. El módulo 
resistente a la torsión del árbol hueco es Wior=51D*(1—a0/16. Según la 
condición do resistoncia ol diámotro del árbol es 


»=y/. TOM tor 
aa) 


5) 32M tor 


y según la condición de rígidoz es D=]/ AT 


expresado en radianes por metro, 
2.40. Al construir el diagrama de momentos torsores Air hallamos los 
le 


+ (Ó'] debe ser 


«diámetros de los tramos del árbol de acuerdo con la condición de resistencia 
3 / 10ZT 
D= 0510 m. 
3 5-1,2-100 
DY 1:16:10 m, 
3/ 18310 


Da Ar tm 
Los momentos polares de inercia correspondientes a estos diámetros son 
águalos a 
Jin = 5:6,358-1079/32 = 1,6-10-2 m4, 
Vir. = 1:4,458-101/82 = 1,72-40-5 m4, 
Fira = 2:0,14/32 = 9,840 im, 


Luego calculamos q” = Migr/(GJ ») para cada tramo del árbol. El diagrama está 

representado en la figura. El diagrama de los ángulos q de giro de las secciones 

del árbol se obtiene mediante la integración del diagrama q” a partir del extremo 
jo. 


251 


2.41, Retiramos el empotramiento en B y sustituimos su acción por el 
momento incógnito Mp. El ángulo de torsión sumario del árbol debe ser igual 
a cero: 


Evo Krla+D | Mplapo+o) 
Gt 


to GTi 


De aquí hallamos Mp¿= 220 N-m, Ma = 400 + 220 — 600 = 20 Nm. 
Después de construir el diagrama Mor deteríninamos el momento torsor máximo. 
Mngx = 380 N-m. 


qt % 
72 
E il Mb" 
TOATTT T e 
AO, a, 
ALA Fnie Mte 
eu y O 4 
A mm? E 
a” 
za W 
536 de 42 
Para el problema 2.33 Para el problema 2,40 


Según la condición de resistencia D = 3,62 cm. Según la condición de rigi- 
dez D = 5,75 cm. Elegimos la magnitud mayor del diámetro. 
2,42. Calculamos los momentos polares de las secciones del árbol: 
Vir = 20:48-40-8/32 == 2,54 4077 mb, Y toa. 1+58-10-3/92 = 6,14 +10 m0, 
Rotirainos'el empotramiento izquierdo y lo sustituimos por un momento de 
teacción incógnito MA; componemos la condición de igualdad a cero del ángulo. 
de torsión total del árbol: j 


Mai2 , Ma0% 1004 
2 SLA07 Ta B AGA07 EE 14107 


=0. 


De aquí Ma = 042-108 N-m = 12 kN-m. 
dsc E Gogulo de giro máximo se de enla sección donde está aplicado el momento 
IS 

Amé = A =-0,072 rad 4,4%. 


. — 2.43. Al resolver el problema es necesario examinar tres tramos de longitu— 
des 0,4 m; 0,2 m y 08 mm. 

Calculamos los momentos de inercia polares de las secciones del árbol: 
To = Y pa 2:0,24/32 = 4,57-40 m8, J yg = 11,540 (1 — 0,80)/32 
203105 mt. 

'Retiramos el empotramiento derecho y para determinar el momento MM 
componemos la ecuación de igualdad a cero del ángulo de torsión total del árbol? 


Mp:0,6 Em Mp-0,8 4,5:105-0,4 
RS 


de aquí Mp=1,23-10-4N-m=12,3kN-m0. . 

mstralmos el diagrama de momentos torsores y calculamos las tension 
tangenciales má xiupas en los tramos del árbol. Junto al empotramiento izquierdo: 
das e DA 7,7 MPa y junto al ompotramiento derecho 


F12,3-40%-0,075 
Ent, 2 BA 


31,5 MPa. 


2.44. Según la condición do reciprocidad de las defórmaciónes el momento 
en el empotramiento izquiordo es igual a 
mae Esti) + Kola 
. Ph Ra? 
De la condición de oquilibrio hallamos al momento do reacción on el ompotra- 
miento derecho 
ESTADÍA 
UF da* 


Igualando ustos momentos hallamos la rolación K,/K¿ (véase la respuesta). 
2.46. Escribimos lu condición de igualdad de las tensiones tangenciales en 
las partes derocha e izquierdo del árbol; 36M _,/(1-72)=16M p/(x* 


Ma 


tenemos 


Ma=2.14M y, también en la 

condición do e K. de cor 
aquí hallamos . 

El momento exterior K debe estar ap! 4 

a una distancia z tal del empotramiento 


izquierdo que el ángulo de torsión sumario 
dell árbol sen igual £ cero: rea 


mM 
0,788K :2:32. me 
G-2 1 l 


ÉS e 79H 
ORTA 232 _ ES 42 o 1% 287 
De aquí z =1,43 em. El valor admisible del — y iS 
mornento se halla de la condición de resis 28,7 
tencia 
A 0, K=55 kN-m. Para el problema 2.49 


2.49, Calculamos los momentos de jnercia polares y los módulos resistentes 
de las secciones del árbol: 


Y tri =20-4071/32=0,982-40-3 m8, Wir, =0,196:403 m, 
Y ire =50:0,60:4072/32=0,127-405 mi, W,, ¿=0,424-10-% m0, 


Retiramos el empotramiento izquierdo, sustituimos su acción por un momento 
incógaito MA e igualamos a coro la expresión del ángulo de torsión total del 
bol; 


Ma-0,5 
6:0,982-105 


— 8 + 
7-0,982:108 TG 


Obtendremos M,=0,794K. Mediante la ecuación de equilibrio del árbol 
haJlamos Mp¿=—0,794K. Construimos el diagrama de momentos torsores 
frénso lu figura) y componemos lus condiciones de resistencia de los tramos del 
rbol: 


0,704K ” > 
m6 8:10, K=19,75-10* Nom, 


SS <8-10, — K=16,55-10 N-u, 


100,5 

1079-0,982-10-- 

2.50, Al componer la cóndición de reciprocidad de las deformaciones del 

úxbol podemos convencernos de que los momentos de reacción son iguales a 

Ma=K (1—2/0; Mn=Kz/1. La parte más corta del árbol es la más cargada. 
Cómponemos para esta purte la condición de resistencia, considerando que 


—0,836-10-2 rad =28,7". 


de donde 


3 / TIE 3 
De y/ ED o my, 


Luego determinamos ol valor del diámetro a partir de la condición do rigidoz 


Kl=3232 05 OIEA 
Pax = apar 7300 V EA 


=0,496 y. 


Igualando cs, expresiones obtenidas del diámetro hallamos + = 0,4821 = 
OTE 

“2.51. En estado límite las tensiones tangenciales en todos los puntos de la 
sección son iguales a Tp 


Myizp = "D%p/12 = 4,9 kN -m. 


2.55. En el caso límite los tramos contiguos a los empotramientos se encuen- 
or completo, en el estado plástico. Los momentos límites en los empotra- 
son: 


Ma = ADj/12 =x-0,42-2-40%/12 = 5,22-108 N-m, 
My = DHg/12 = 1.-0,06%2-40%/42 =1,43-40€ Nom, 


El momento límite X es igual a la suma de los momentos de reacción-a partir 
de la condición de equilibéio del árbol. 


Kris = Ma + My = 6,35:10% Nom = 63,5 kN =m. 


Si se libera el extremo izquierdo del árbol, el momento límité K,jm será iguab 
a 11,3 kN m0. 

2.58. La relación de los lados de la sección rectangular es a/b =60/20 = 
= jr, En la tabla hallamos las caracteristicas de la sección: a — 0,700, N = 
= 0:801, y = 0,753. Obtendremos Jto = ab = 0,790-2% =12/64:c00, W 
= pot DL o, Tongo Mia WE — 62,5 MPA, Tag Vimáa = 47 
$= Migrll(GI rar) == O0346 Ted = 1,8%. 

2.61. Para el tubo no cortada el módulo resistente a torsión es Wior= 
fir 09 (ta) ERIGE — 42,4 cm; el momento de inorcia polar es 
Jror= Wtor (D/2)=186,6 cms, 7 Le ed 

Para el tubo longitudinalmente cortado tenemos 


Wior = 16s/3 = 0,4%-10:8,8/3 = 1,47 cm, 
or = 10s/3 = 0,59 cm, 


La resistencia disminuirá 28,8 veces; la rigidez, 316 veces. 
2-62, Caloulamos la magnitud Jar 390/8 == (22:23 + 30-19/3 = 
=%0 2 tensión tongencial máxiiia eS mas bmex/4tor 
= Mior:2:10-%/(14:10-9) = 2,7-40éMyoy. El momento "Mi, se Malla a Partir 
de MiPUcomalción de resinas: ga == 2,7-10Mioy < 8-10", Obtenemos: 
Mtoy,= 2,2210" Nom sm» 2,22 kN -=m. 
284. ty = 2-30 1002 600 cit == 0,06 mm, 


"máx = Mtor/(0r01Ó) = Mpor/(0,06-3-40-3) < 6-10, 
Mtor = 6:107-4,8-40-4 = 4,08-10% Nom = 10,8 kN -m. 


E 


8-8-10%-42.40- 


05-10 me 


2.68, Determinamos ol diámotro del alambre a partir de la condición de: 
sel < It]. Tenomos d>2,17 cm. Elegimos d=22 mm. 


Aa A > 
= 4:10%, de donde d = 1,79.10-2 m. Consideramos que d = 1,8 cm. Utilizando: 
la maguitud dada de la deformación del resorte, obtendremos 


risistencia 1, 


máx = 


2.69. Según la condición de resistencil 


=2,5-10%, n=8,8. 


Elegimos 1 = 9. 
2.70. Utilizando los datos del problema, obtendremos 


8P-4-10-2 o BP-49-10--12 fi 
A a 


De aquí hallamos 2 = 15,7 kN, d= 20 mm. 


2.72. El momento torsor en la sección del árbol a la distancia x del extremo 
libre es igual a 


Magos (2) = Emb — mz = m (El— 2). 
-El módulo resistente polar es 


¡La tensión tangencial máxima es 

Mor (2 16m (Elx) 

CI A E IT 
[e (71%) 

Introduciendo la coordenada adimensional £ = 2/1, obtendremos 


16m1 E—0) 
Fs (O ERAN 


Tx (0 


“Tomamos la designación 1) Yo, c+ 
n + 
Tmáx (0 = 10:C (0. 


Escribimos esta expresión en la lengua fortrán eu la forma: 
STRESS = $2*C, 
«donde STRESS es el identificador de la tensión tangencial máxima Tm ax» 


+ Tenemos 


mal en el intervalo U <£ <1Í con 
sun paso de 0,f, suponiendo q; 0.2, 0,3, etc. Las magnitudes corres. 
pondientes de Tay pueden ser calculadas, por ejemplo, por medio del programa 
siguiente, donde para el cálculo ha sido utilizado el ciclo organizado en base 
«del operador 1P: 

PROGRAMLIVAL6 

READ (5,1 80)X1,PM,AL,D 
ARBGUFORMAT(4E11.3) 

SO=16 " PM * AL/(.1418 * D ** 3) 


T=2. 

44110 = (XI — DILET + (2/3) ** 3 
STRESS = 82 * € 
WRITEG,1 GO)STRESS 


E] 
IF(T.LEA)GOLITOLI14 

¿STOP 

“END 


2.74. Calculamos el momento torsor en la sección 2 del árbol 
z 
a 
Murto=K=| mid=n (U-<+). 
4 


“Luego hallamos las expresiones del ángulo y (u) de giro de una sección arbitraria 
“con la coordenada 4, teniendo /en cuenta pá el momento polar de inercia es 


o Á (Ran 


De este modo 


Ñ 
Asael q, | mEL—e/80) 32 
e j GTi ia) -] NS 


Pasando a la coo Tonada adimensonal $ = 2 obtendremos 
29 32m $ E 9/8 

? (A- A0d: j APOT =p C (0, 
donde están introducidas las des 


e, c4= as 


Hato ¡Jas indicaciones siguientes: 
GOL, para el ángulo de gico 9 (u/0, 


En EN ima serán introducidos los operadores de adjudicación 
US=32 * PM * AL ** 2/(3.1416 * G* Des 4), 
UGOL =UZ *C. 


raciones de las relaciones u/! = 0,0,1,0.2, 

rte de la longitud del árbol y calculamos los valores del 

ángulos de giro de las secciones correspondientes. El cálculo se efectúa 

programa que se expone a continuación con el nombre convencional VAL 19. 
PRÓGRAMUVALtO 


AN 
ad E 1,4 

A=(— qa 

Saco MMEUNIA, ¡A41.,D. 231,0) 


GOL=! 
mo tS)JUGOL 


eno UTE GAMgEXx, ,B,EPS,T) 
pa estándar) 


FONCTIONUFUNIZ() (1 
FUNIS=(X1—T ** 3/3.)/(1.+SQRT(T)) ** 4 
RETÚRN 


El subprograma estándar SUBROUTINE,GAM se usa para calcular la 
integral C (£) mediante el método modificado de Gauss. 
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CAPITULO 3 
CARACTERISTICAS GEOMÉTRICAS DE LAS SECCIONES 
DE VIGAS 


3.2. Continuemos los lados laterales del trapecio hasta su intersección en 
La altura H del triángulo obtenido se halla mediante 


a nn 
S.= uo wd=3- OS 
5 A 


Sustituyondo el valor obtenido de H tenemos Sxw=hi (a+-25)/0. Calculamos 
la ordonada dol contro dol trapeclor yo==2=-EL2.-$.. La coordenada 
20 so calcula análogamente. 


a 


Al 
U Y 


Para el problema 3.2 Para el problema 33 


3.3. a) Separamos una tira de ancho dy a una distancia y del diámetro hori- 
zontal. Introdkcimos el ángulo variable q (véase la figura) y por medio de éste 
expresamos y y el área de la tira: 


y=Rsnq, dy=Rcosqdp, dF=2R*cos* p de. 
El momento estático del semicírculo respecto al eje z es 


/2 a 
Si h 2R' sen p costo dp = 7 RO, 
o 


La ordenada del centro del área es yc = S/F = 4R/(3m). 
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3.10. Según los dates y=az*cuando 2=l, y=h. Sr pr estos va- 
lores en la ecuación de la curva, obtendremos a 7, y == 2%, dy=77 7 dé. 


El área de la tira elemental parelela al eje x es igual a ¿F=%%(— a) 2 dz. 
Calculamos el área de la figura inferior, 


(Véase la figura) 
ñ Y 5 
2% m4 Y, 
.-1 (E) att. A = 

El momento estáticu del área respecto al ; 

eje res 
y 
a 

sen] Fe a rr Para el probloma 3.40 


5 
Calculamos la ordenada del centro C, del área y, = S,¿/P = 0,8, 
3.12, 1) Separando una tira elemental de ancho dy paralela a Jo base a una 


distancia y de ella, hallamos la longitud de la tira » (y) + (1 — y). El área 
de la tira es igual a dF=-37 (17 — y) dy. Luego calculamos el momento de 
Inercia respecto al eje que pasa por la base del triángulo: 


ñ 
| ra. 
0 


Trazamos por el centro del área del triángulo un eje paralelo a Jo base: yo == 
= /1/3. Huciendo uso de la fórmula de paso a los ejes paralelos, tenemos 


all? (Hy2_ am 
Tm (E) E, 

3.18. 1) Usando la Jórmula para el momento de inercia del rectángulo res 
pecto a su ejo central poralelo a la base J,, — 0179/12 y restando el momento 
de inercia del rectángulo interior del momento de inercio del exterior, tonemos 

E Ba (da)" _ 529 
e 12 - is 
Calculames análogamente el momento de inercia respecto al eje vertical: 


223 
OS 


3.14. 1) Utilizando el método de áreas nega! 
eje paralelo que pasa por el centro de 


tro (ppt a (3 ua 


0 12 


us y la fórmula de paso de 
ión d 


3.15. 3) Hallamos las coordenadas del centro de la sección dividiéndola 
previamente en dos triángulos 


Sil de 


301-0,50 4209-28 
re —AÁÓ 
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Calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes que coincidea con 
los lados exteriores de la figura 


DISÓR 29 
Ly 


O == Lo 


Los momentos de inercia centrales se hallan mediante la fórmula de paso 
a los ejes paralelos utilizando los valores hallados de las coordenadas del centro: 


Jxp= 2 IA 562.1, (25% 3,825, 


Foot -G DASH. (1,46)*= —4,854 


Uno de los ejes principales coincide con el eje de simetría, ol otro es perpen- 
dicular a éste, El ángulo formado por el eje zc y los ejes principalos es igual 
a a=+45. Los momentos de inercia priacipales son: Ymgx = 3,620 + 
41,808 == —= 5,4204, J ppp = 8,6208 — 4,804 == 1,824 

3.46. 1) Los momontos de inercia centrales se hallan mediante integración 
(véase el problema 3.12) 


a 2 as 
IA IRA dE 


Las direcciones de los ejes principales se determinan por el ángulo a que 
se calcula por la fórmula 


y dai, 


la 50, a 25 
Los momentos de inercia principales son: 
1 
Imaz, mn 7 Ugo + V DIR ol: 


Sustituyendo aquí los valores obtenidos más arriba hallamos 
Tmáx =1,730%, Jn = 0,430. 
3.23. Calculamos las coordenadas del centro de la sección zespecto a los 
32-84-28 1 
ejos que colncidea con los lados exteriores de la figura: 20 = y === 


169 + 44.29 
== 4,73 ci, Luego hallamos F == 60 ca, 7 EA 
EA = 2768 — 60-4,73% = 1420 cm, Jyy =32:8-1 + 28:94. = 508 cmt, 
Izcvc == 508 — 60-4,73% = —834,4 cmt. Según los datos del surtido de perfiles 
lachíñados para el angular 100 X 160 X 20 mm J.,, =1425,6 cm, Y, = 
= —-829,5 em, El error de la solución aproximada no es mayor de un 0,8%. 

3:27. Por la fórmula de paso a los ejes paralelos componemos la condición 
de equilibrio de los momentos de inercia de la sección respecto a los ejes z e yz 


1840 = 115 + 286,8 (5 + a/2)?, de donde a= 6,04 cm, 


260 


3.31. Examinamos el área elemental dF corteda de la henda por dos planos 
verticales situados a una distancia mutua dz. Teniendo en cuenta que dy/de == 
X= tg a, obtendremos dF = (h/cos a) dz = (h/sen a) dy, donde a: es el ángule 
de isolinación de la bonda respecto del eje x. Si el ancho h de la banda es pequeño 
se puede despreciar el momento de inercia propio del elemento 47 respecto a su 
“eje central paralelo al eje z. En este caso el momento de inercia incógnito es 


Ya 
h h 
Jam Jurar=] A AS 
de da 


Teniendo en cuenta que sena = (up — Ya)/l, obtendremos 


E tray top 


CAPÍTULO 4 


TENSIONES EN VIGAS Y ESTRUCTURAS 
SOMETIDAS A FLEXIÓN 


4,4, En el tramo AB tenemos Q == P, M= Px, De acuerdo con estas 
ecuaciones están construidos los diagramas a y M. 
En el tramo BC: Q =P, M = Pz-+ £. Los diagramas correspondientes 
están representados en la figura. 
z Loba 4.3. La intensidad de la carga (vónso 
la fig. a) es 


lar IL m 


Utilicemos la condición de equilibrio de la 
viga para lo cual componomos la ecuación de 
los momentos respecto al punto 8: 


Vai | (4) 4(0) du=0, 


Para el probloma 4.4 


o 
donde q (u) du es la carga elemental (do raya» 
de dado). , 
Teniendo en cuenta la (1), obtenemos 

Va =1 (0 + 29/60. 


do Ls fuorza ortanto ca la socción dela vigaa la distancia del apoyo izquier- 
lo es 


» 
or=Ya— | ato dam oda) (950 + Ip 1L 
i 
El momento fleotor es 
A 
a 
7 
(a HL 


Do acuerdo con las ecuaciones (1) y (3) pueden ser coastruldos los diagramas Q 
y M teniendo dada ln relación entre q, y qu. 
Igualando la expresión (2) a cero, hallamos el valor de = quo Correspondo 


a Mimix 
(Y E), 0 


m1 
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donde n = ga/9y- Sustituyendo en (3) el valor z = 2, hallamos Máx. Cuand 
ei E: do o 0 (e. 6) de (d) hallamos Ha il 


zo = 11 —1/V3) = 0,4231 


de, 3) hallamos la magnitud correspondiente del momento (el subíadics 4. de 
omitido) 


Máx = 9P/08 Y 3) = 0,0642g1, 


En la figura está dado el valor del área w del dí. ma M y se indica la 
posición del centro de gravedad. dis 


que 


Al 


> il 
pasa + 
mi ios ”M- 


Y ” 


Para el problema 4.3 


Cuando q = q, =9 (ig. c) de (2) y (8) tenemos 


anar ME, 


de doudo el momento máximo (en el puato medio) es 
Manga = 2/8, 


Cugado ay < 0 (ig. 4) e ls fórmulas (1) — (9) precie cambiar ls 
de ase Se puedo demostrar que en este caso cuando 1/2 n < 2 el diagrama M 


a 


tiene dos tramos de signos diferentes, como está representado en la figura. 
Obtenemos dos valores de y 


1 TE: 
= + ( + V: 
y mediante la fórmula (3) hallamos los correspondientes valores extremales 


Me ¿ M** del momento flector. 
juando y >2 todo el diagrama M es positivo, cuando y = 


2,8 


4. + aun ( 


Cuando n<1/2 todo el diagrama 21 es negativo, cuando + 


e 
103 0 (=>). 
4.6. a) La ecuación de los momentos respecto al punto 3 es: Vz -2a + 2L + 
3L 
+ L=0, de donde Va =—-37 


3L 
O 


ecuaciones construi- 


En el tramo AC: Q = Se zo Por e 
mos los diagramas. £ 3L 
En el tramo CD: Q= —3e ,M=—=3 = + 2L. Porestas ecuaciones 


construimos los dingramas Q y MM pora el tramo CB, 
Examinamos el equilibrio de la parte derecha cortada del voladizo de la 


viga. Tenemos Q=0, Mo=-—L. 


Para el problema 46(a) Para el problema 48 


4.8. Determinamos la intensidad 4(=) de la carga a la distancia z del 
extremo izquierdo del voladizo: 


ql2)la==/l, es decir, ae. 


Determinamos la resultante R de la carga que actúa sobre el tramo z (como el 
área del triángulo rayado densamente) 


lg E 
Ra, 
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Determinamos Q y M en la sección del voladizo: 


Cad 
RSE, Ma “E, 
Por estas ecuaciones constrnimos los diagramas Q y 
4.15. Indicación, R daria carga como la Hiteloncleicioe dao 


uniforme y triangular (véase la figura) 


Para el problema 4.15 


4,46. 14) La carga sobre la Niza sa igual a m-2a. Componemos la ecuación: 
de los momentos respecto al punto 3: 


Va2a mo 


de aquí V, = —m. Construimos los diagramas Q y M para el tramo AC de la 
viga (véase la figura). 
Para el tramo CB tenemos 


M (2) = —mx + m (2— 0) = —ma. 
Para el tramo BD 


=0, 


M (2) = —nz. 


La dependencia diferencial ¿M/dz = Q + m (calculando z de izquierda a- 
derecha) se confirma. 


paar rEgErn 
aj ¡ 
E UISTIIA iy Loy La 4 j - 
¡SAA 
INE pm E z 
Para el problema 4.18(11) Para el problema 447(2) 


4,17. 2) El momento lector en lo sección C es sia a cero (porque aquí. 
hay una articulación). Escribimos esta condición pora las fuerzas situadas a las 
derecha de la articulación: 


Mo=—g0-F0+Vo:0=0; 


de aquí Vo = 3a/2. 


La ecuación de los momentos respecto al punto £ es: 
Y Ma = Vara — L4 Pra — Vo: 2a + qa-2 ha = 0, 


De aquí Va = qa/2, 

Ahora se púede consiruir el diagrama Q: por la izquierda hasta el punto 3 
gy luego vor la derecha. Puesto que 6 el diagrama Q 10 se produce un alto en 
<l puñto 8 concluimos que Yp = 0. Luego constraizos el diagrama Ma parir 
de cualquier extremo. Los dligramas Q y, M están, representados en la figura. 

4,22. Examinamos el equilibrio de la viga (véase la figura). Componemos 
da ecuación de las proyecciones de las fuerzas sobre el eje de la vigas 

Y) X=P—Ra/V 2=0, 


«e aquí Rp=P Y 2. 


Para el problema 4.22 


La ecuaci n de los momentos respecto al punto C es 
E Mo=R4-2—Rp:a/V d=0, 
de aquí Ra=P/2, 
La ecuación de las proyecciones de las fuerzas sobre la vertical es: 
DY =R RV d+ Ro=0, 
de qui Rq = P/2. Los po N, Q y M están representados en la figura. 
24. 14) Componemos las ecuaciones de los momentos de today las fusrzas 
respecto a las charnelas de apoyo y la ecuación de las proyecciones sobre la 
vertical: 
N Ma=P-2I—Hg:1=0, DE Mp=P-24+Ha:U=0, 
DY=-—P4+V1=0. 


De aquí hallamos las reacciones de apoyo 24 =—2P, Hp =2P, Va =P 
réass la Higara), Comatrataiós el diagrama M4 partir de los extremos A, E 


ze 2 22 OMR? 24 20 
EZ a Ae 2 
er ya ar 0 


Para el problema 4.24(11) 


y B desplazándonos hacia C. El momento flector en las secciones del tramo AC 
«es igual al momento debido a la reacción V,; el diagrama M tiene la forma de 
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Para el problema 4.24(12) 


12) Doterminamos las reacciones en los apoyos. Componiendo la ecuación 
de los momentos respecto al apoyo D (fig. 


L— Vp:2a=0, 
detorminamos la magnitud Vp de la reacción en el apoyo F: 
Vp = L/Qa). 


Loza —Ayoza= 
Fra — Aya =0, 


hallamos Ay = 2/(2a). De las ecuaciones de las proyecciones sobre la vertical 
obtenemos B, = A, = L/(24). Examinemos ahora el equilibrio de la parte 82€ 
de la estructura. Componemos la ecuación de los momentos respecto al punto C: 


By: — Basa = 0. 


Hallamos 2, = By = £/(2a). Las ecuaciones de las proyecciones de la misma 
parte BC de la estructura nos dan: C, = B, = L/(2a), C, =B, = L/(20). 
De este modo quedan determinados los esfuerzos en las articulaciones. Estos 
resultaron positivos, por consiguiente, sus direcciones supuestas se confirman. 
Los diagramas de los momentos flectores M están representados en la misma 
Cigura 5 (y pasados a la figura a). 
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En la sección S del tramo AC, que se determina por un ángulo arbitrario qyy 
tenemos el momento flector 


M9) 4 SK +Ay:ST=Ay:SK+ 47 :AR=4-a sen QuE 
z 


+ Ayr(a—a cos 1) == (sen py i—eos q). (a) 


Aquí el momento flector se considera positivo cuando las fibras comprimi- 
das están dispuestas dentro de la estructura. Lo marcamos punteando en la 
figura a para conservar en adelante la regla de los signos adoptada. 

Mediante la ecuación (a) obtenemos M= 0, cuando q, =0; y M=L 
cuendo q, = 90 (fig. B). 

Para el tramo BC de la estructura hallamos análogamente 


M9) =B, +4 son qy— Bas(a—a cos qu) =—É (son q, 14008 Qu) 10) 


En el tramo AD de la estructura construimos el diagrama M a partir del 
extremo A. El momento máximo se obtiene aquí en el punto D y es igual a 
Aya = L/2. En el tramo BF construimos el diagram: artir del extremo B; 
el momento máximo (en el punto F) es también ¡gua! |. Cada vez trazamos 
el diagrama del lado de las fibras comprimidas. Conociendo los momentos 
lectores en los nudos D y F, construimos el diagrama en el tramo DF. 

13) Para que la antisimetría de la carga quede más clara dividimos cada 
fuerza y cada momento en dos partes iguales (fig. a) considerando, sin embargo, 
quo estas mitades están aplicadas en puntos cercanos uno do otro. La carga 
obtenida es con toda evidencia equivalente a la dada y sin duda an! étrica 
respecto a los ejes x e y, Por consiguiente, en cada sección de la estructura tene- 
mos en el eje de simetría solamente una fuerza cortante. Separando una cuarta 

arte del aro (fig. 5), por medio de las condiciones brio determina 
las fuerzas cortantes Q, =0. Qy = —P. Luego consi 
para la cuarta parte del aro (fig. c) y después para todo el 
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Paro el problema 4.24(13) 


4.25. 4) Trazr mos los ejes de antisimetría u y v de la carga (fig. a). En las 

secciones a lo largo; de estos ejes: tenemos sente las fuerzas cortantes $ 

(fig, 5) que se determinan de la condición de equilibrio. Componemos la ecuación 
sde las proyecciones sobre el eje y. 

Toivamos un ángulo arbitrario q y le damos un incremento dq; como resul 

tado obtenemos un arco pequeño rá. La fuerza elemental correspondiente a este 

arco es igual a gráp. Su proyección sobre el eje y es igual a gr dg-sen q. La 
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proyección de todas las fuerzas tongenciales que actúan sobre la cuarta parte 
= 
del anillo que examinamos es igual a 2 Ñ] gr sen p dq=0,586gr. Teniendo 


5 
también en cuenta las proyecciones de las fuerzas S, obtenemos la ecuación 
de equilibrio 0,586gr — 23 cos 45? = 0, de donde S = 0,4t4gr, 


Para ol problema 4.25(4) 


Ahora podemos determinar el momento flector en cualquier sección del 
anillo. Tomamos una sección bajo un ángulo a: respecto al eje v. En esta sección 
«el momento flector es 

a 


a 
M=8r sen a— ¡ CDgr d$=Sr sen a— Ver cos P) grab == (1,414 sen a—a) gr. 
y 0 


De acuerdo con esta ecuación está construido el diagrama Af en la fig. ». 
gnstrginos análogamente el dingrama M en las otras cuartas partes del anillo 
e muerza cortante en una sección arbitraria del anillo es 


12M 
roda 


0=0(0=- =(1,414 cos a—4) gr 


El diagrama Q construido mediante esta ecuación está representado en la 
figura €. 


(enga 


“a 
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Tenemos W, : Wa: pe == 10,67 : 10,5 : 10, 


20 14byo 

dE” 

Ab (2OYe mo 
12 


y 22 


250; W¡e=2,59. 


4.36. Ln tensión máximo en la sccción transversal de la viga en flexión 
€s Omáx = M/W, donde W es el módulo resis- 
tente de la sección. Para la sección rectan- 
gular W= 0/6, 

4.37. El momento de inercia de la seo- 
ción es Y = br%/12 = 31,2 cm, El radio de 
curvatura es p=EJ/M =25,5 m, La ten- 
sión normal máximo es '0.y4x == M/W, donde 
W = bl8/6 =3:5%/6 = 12,5 cm? es el mó- 
dulo resistente en la flexión de la sección de 
la viga. Obtenemos Opygx = 206 MPa, 

4.38. Construimos el A M_ (véase: 
7 la figura). Hallamos M yyy = 2P/3. Compo- 
Para el problema 4.38 e la condición de resistencia: O-ygy = 
“máx /W = [0], es decir, 2P,40/(3W) = [0], 
De aquí Pag = 3W[oJ/(20). En la eo 7 del anexo hallamos W= 518 cm* y 
luego deteriminamos Pag = 62 kN. 
4.43. Las tensiones normales máximas (en el centro de la viga) son 


Omáx = MipgxlW = 3L/(09); 
las tensiones tongenciales máximas (en la capa neutral) son 


4.46. a) La fuerza de ErmaT encia lineal entre el ala y el alma de la viga 
08 q = JS, donde J,==]z > + 19--38,5*.2==24,0-404 cm! es el momento 
de inercié de la seción de la vga, $: = 20:9.385 = 2000 cm? es el momento 
estático de la sección al eje contra) = dela sección dela viga. 
Jin posición de lstanals 4 coral es 9/0) == [le dec dond. Ji 
ed) De trerinado soldadora std romatidos a ls acción de la fuerza: qe 
Lo cordión de resistencia del cordón es: ge/(2A0) = [1]. De aquí e = 241 111/9 = 
122 em 
Máx 
4.53. La condición de resistencia es: —P= «Ymaz = lo]. Efectuamos ol 
cálculo para las fibras inferiores (estiradas), es decir, y,pgx = b/8 y lo] == 0,/n. 
Teniendo en cuenta que Moygx = PI/A YY == 589/36, obtenemos 


Peal 36h _ or 


De aquí Pag = 0, 0%/8n1). 
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4.55. El módulo resistente necesario es W= M/[o]= 4 cm. 
4) La viga maciza de sección rectangular tiene W = 6N%/6 = 0,8778, de: 
aquí » =/1/0,377 = 2,21 cm, F, = bh = 1,50% = 7,3 cm. 
2) La viga maciza de sección circular tiene W=04d, de donde d= 
= Y 4/01 = 3,42 cm,i F¿= 18/4914 cm. 
3) La viga de paredes delgadas de sección circular tlene W= art e= 0,05m1,. 
de donde r = /4/0,051 = 2,95 em, Fs = 2art = 04m? = 2,74 cm, 
La ne de paredes delgadas de sección doble T tiene J = bt (h/22-2 = 
= bin%/2 = 0,0167 (la pared delgada no se cuenta), W = J/(0,5h) == 0,08334% 
de donde h= Y 2/0,0333 = 4,95 cm, F.= 2bt = 0,067%* = 1,63 cm?. 
y, Este último pertil (el de doble 1) resulta el más ventajoso en Cuanto al peso: 
Y 74.50. 4) La fuerza q de cizallamiénto entre la banda y el ala de la vigo doble- 
T por unidad de longitud es iguala QS/7, de donde Y == 76 806-+-20-1 -30,52.2= 
= 114 000 om! es el momento de:inercia de la sección de la viga y. S.=20-4 0 
= 610 cm es el momento estático de la sección de la banda respecto al eje- 
central de la sección de la viga. 
En la distancia « entre, remaches la fuerza de.cizallomiento es igual a ge, 
Esta fuerza actúa sobre dos remaches. 
los remaches al cizallamiento es: 


31 cm. 
La condición de resistencia al aplastamiento es: qe/(6-d-2) = [Gyp), de 


donde e = 62 om. 
Dofinitivamento e = 31 cmo 
4.58. a) Según los datos Ongz = M/W = 6M1/(618) = [0]. De aquí b= 
== 6M/( 10)), dond yx (0). 
m7 


1 es £=0,5 cm. 
«puesta. 


Para el problema 4:54(2) 


2) Durante la fleztón en el plano vertical (la fuerza cortante es Q,) el momento. 
estático S, (u) de la parte seccionada u a la izquierda aumenta” junto con el 
crecimiento de w y aumenta también la distancia hasta el eje z (en este caso la 


zm 


seguada derivada es positiva). A la derecha, junto con el crecimiento de w 
disminuye la distancia hasta el eje z (la segunda derivada es negativa). En el pun- 
do d, (vénso Ja fígura) tenemos a la izquierda S2 = at-(a — 0/4) = Ste'/A y a 
da derecha S¿ = 5ta*/4; estos dos resultados corresponden a tensiones tangencia- 
les de distintas direcciones a lo largo del ala (como 
está representado en la figura), por eso los diagra- 
y z raas están trazados a diferentes lados del ala, 
ye Durante la fleztón en el plano horizontal (la 
pi 
fuerza cortante es Q,) el momento estático S (u) se 
calcula E al eje y. El diagrama 1 está repre» 
L sentado en la figura '». 
ds GN 4.63. a) Indicación. La carga está aplicada en 
el centro de flexión. Si descomponemos la fuerza 
Y P en las direcciones de los ejes principales de 
inercia_ de la sección, obtendremos Q, =Q, = 
Para el problema 453(a) —=P/V2, Luego utilizamos la fórmula de Zhu- 
ravski para cada una de las componentes halladas 
y sumamos los resultados. 

D) Indicación, Puesto que en el plano longitudinal de simetría de la viga, 
por tener la carga simétrica, no hay tensiones tongenciales, cortamos por este 
Sano la viga en dos partes. Cada parte so examina por separado, En este caso 
sl problema se reduco al problema 4.62. 

4.64. c) Tal como en el problema 4.63 5 examinamos una mitad di siga 
«véase la fig. a). Durante el cálculo del momento estático y del momento de 


Para el prblema 464(0) 
inercia no se toma en consideración el área de la sección del alma. Obtenemos 
simo [ (Por) E E 


*El momento estático es; 
en el tramo AB, S¿= (7/2)-20 
el tramo BC, S¿= F0 + F.2b = 3F0, 
en el tramo CD, S; =3F5 + F+2b = 5Fb, 
en el tramo DE, S; =5F0 + Fb =GFb. 

El diagrama S, está representado en la fig. a. 
Las tensiones tangenciales se determinan por la fórmula de Zhuravski 


Los. 


La' tensión + es proporcional a S,. Por eso la forma del diagrama 7 (fig. 0) 
es una repetición de la del diagrama S,. 
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4.65. La distancia hasta el centro de flexión es D (véase la figura) 


x 2 
«3,2 15012 5, do, 6 
E 
donde 
e 
si S.(9= | (rson $) trdb=r?t (cosacos q) lo) 
E 


es el momento estático de la parte cortada de la sección que se determina por 
el ángulo variable q, 


a 
J=2 ¡ (ren P)2 tr dd =r?t (aa + ben Ja) (6 
a 


es el momento de inercia de la sección (cuando jz = O la fórmula (3) da la expre- 
sión conocida Jy == art). 
Teniendo eñ cuenta las fórmulas (2) y (3) obtenemos de la (1) 


ay Á06—-0) c0s a+ son ae 
dr a FO Ben Za" 


Cuando a: -» O obtenemos a = 2r. Cuando a + x1, pasando al límite por la 
regla de L'Hospital, hallamos, tal y como debe ser, a = r. 


Para el problema 4.65 Para el problema 4.66 


4.06. En el plano de simetría de la viga no hay tensiones tangenciales, Por 
eso examinamos una mitad de la viga (véase la figura). Como en el problema 
anterior, tenemos un perfil abierto. Hallamos 


s 6) (r cos a)-tr da =tr* sen q, 
0 


Q Smix__Q 


A E 


4.67. b), e). Véase la indicación para la solución del problema 4.63 5. 


TONTA, 
4.68. Las tensiones principales son a=I+Y ($) +. En la 


capa neutral o = 0. Por consiguiente, 0;.. = +". Las tensiones tangenolales + 
so determinan mediante Ja fórmula de Zhuravski. 
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4.71. a) Sustituimos el material de la barra a por el de la barra supe- 
rior, conservando la rigidez de toda la viga, En este caso variamos la anchura 
de la barra inferior en la relación de £, Esop =7 (coeficiente de reducción) 
(véanse la figura). El centro de grayed de la <olión se desplazará a una magni- 
tud e que en nuestro caso será ij e El ES Eo correspondiente de o está 
representado por la recta 48. Las Tensiones reales en la barra inferior son dos 
Vice menors (Er £ Esp = 70 08). El diagrama de las tensiones rele 

rayado 


Para el problema 4.71(a) 


4 A LA ria 
4.12, Los tensiones principales son 01, 4== + Y/ (S+” dondo 


E "e 
o. Hs. mz VE csóase la solución del problema 4.00), J¿=nrt. 


4.73. En el estado límite el área de la sección A la viga se divide en dos 
(véase la fi lel problema) 


de donde yy=/V 2. 
En este caso el momento flector máximo es 
Ml 
10 — 091 (Scomp-+-Strda 
donde 
0. 
Scompm=L. Lo 00,05008 
y 


Sim LO leal 


son los momentos estáticos de las partes superior (comprimida) e inferior (estira= 
da) de la sección respecto al eje neutro. 


Obtonemos Ayu == -0,0080?=236 N/em. 
Determinamos la carga gti» En este caso el momento flector máximo es 


pe 
— =000/ ( +:) x 
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donde Y = a/36 es el momento de inercia de la sección de la viga respecto a su 
eje central. 
De aquí 


an=22L.0,04208, 


es decir, la carga q, es en 0,098/0,042 =2,33 veces menor que la carga límite. 

4.74. El momento flector límite Mp, =250g,, donde Ses el momento está- 
tico de media sección. Pare el perfil doble T N“20 según la tabla 7 del anexo 
tenemos S = 104 cm?. De aquí Mp = 5,0 kN-m. . 

4.75. En el cálculo basado en el estado límite (véase la solución del problema 
anterior) el momento flector admisible esigual a [Mii] = Mp/npy = 5,00/4,5= 
= 3,93 kN-m. En el cálculo basado en las tensiones admisibles el momento 
flector admisible es [M] = Wo], donde W= 181 cm* (de la tabla en la 
pág. 404) es el módulo resistente de la 
sección, [o] == dy1/np, = 240/1,5= 160 MPa, 
Obtenemos [M] = 2,90 kN «»m. 

4.77. Indicación. En estado límite el eje 
neutro divide el área de la sección de la viga 
en dos partes ¡igual 

4.79. En el tramo AB el momento flec» 


tor, momento respecto al eje 2 de la sec- 
ción, es igual a P-<; las fibras comprimidas 
son las dispuestas abajo. Respectivamente 
el diagrama en el plano, vertícal lo trazamos 
por debajo. El dí 
torsores Migr Puede ser representado en 
cualquier plano, poniendo el signo; rayamos 
este di con una espiral “para distin- 
ñ rama de Jos momentos flecto- 
secciones la fuerza cor- 


A 


Por medio de esta ecuación obtenemos el diagrama tangencial M representado 
en la fig. a. De modo análogo construimos los diagramos M en las otras partes 
la estructura. El diagrema completo de los momentos flectores está represon- 


tado en la fig. d. El momento torsor en el tramo 8D (fig. a) es Mio; =P e— My 


2 

= 0, Las barros de la estructura no trabajan a torsión. 

9) Cortamos la estructura en el plano transversal a lo largo de la diagonal 
CB. Éste es el plano de simetría de la carga, por las secciones no hay fuer- 
zas interiores antisimétricas. El esquema de equilibrio de la parte cortada de la 
estructura está representado en la Descomponemos los momentos interiores 
L/2 en momentos flectores y torsores, La figura 5 muestra esta descomposición 
en planta, donde los momentos se indican en forma de vectores. Como se ve en 
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el tramo AB el momento ilector M = (1/2) cos a; el momento torsor Mig == 
= (L/2) sen 2. En el tramo 4€ el momento torsor es el mismo, pero de signo 
contrario. Los diagramas M y Mg están representados en las figuras e y d. 


Pora el problema 40(b) 


), componemos la ecuación 


4.81. Examinando una mitad del anillo (fig. 
exterior es 


de los momentos respecto al eje 48. El momento de la cargí 


: 
enmaai 
: 


Este memento se equilibra por dos, momentos flectores Af en las secciones 
2ma =2M, de aquí hallamos que M = ma. 


ma 


w 
Para el problema 4:31 


Puesto que la carga es simétrica respecto al centro del anillo, los momentos 
Alectores son iguales en todas las secciones del anillo. El diagrama está represen- 
tado en la fíg. ». 
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La ausencia de momentos torsores en las secciones se debe a la simetría de 
la carga respecto al plano de la sección. S es 

4.82. Teniendo en cuenta la simetría, examinamos medio anillo (fig. 
Determinamos los momentos lectores Mo en las secciones por medio de la ea 
ción de momentos respecto al eje AB: 2, — Pa = 0. De aquí tenemos My = 
= Pal, 


Para el problema 482 


Escribimos las expresiones de los momentos flector y torsor en la sección 
determinada por el ángulo q (fig. a y el plano, fig. 5). El iuomento flector (mo- 
mento respecto al eje transversal 2): 


M= My cos GA - (cos p—sen q). 


El momento torsor (momento respecto al ejo longitudinal 2): 


Mtor=—Mi sen q ++AD = —Mo sen PE CE 


Pa JP 
E ERE 


(a—a cosp= E Jen p—cos 941). 


De acuerdo con las ecuaciones obtonidas construimos los diagramas M y Mor 
dentro de los límites 0 < p < 1/2, es decir, de una cuarta parte del anillo. Luego 
teniendo en cuenta la simetría construimos los diagramas en las otras partes 
del anillo. El diagrama M (fig. e) está trazado del lado de las fibras comprimidas. 
El diagrama Mio (fig. 2) está construido en el plano del anillo, Para determinar 
el extremo del momento torsor igualamos a cero la primera derivada de Mior 
por q; —cos y + sen q = 0; el valor vbtenido de q = 1/4 lo sustituimos en la 
expresión de Miop- Hallamos 


y 


Pa . YA Pa 7 a 
Mo (aL) E Wi 0,2180. 

4.83. Los rescciones R en los apoyos se determinan a partir de las conaciones 
de las proyecciones de todas las fuerzas sobre la vertical: 2R — 2naq = 0, RN = 
== ag. Para determinar los momentos flectores componemos la ecuación de los 
momentos para el semíanillo (fig. a) respecto al eje Aj4,: 


a 
2Ma+ ] asen q-ga dp—xeg-a=0, 
5 
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de donde obtenemos M, = 0,573a*. Ahora podemos expresar los momentos flec- 
tor y torsor en la sección del anillo determinada por el ángulo 9: 


A (4,57 cos 4); 
0 


7 
Mror=—Mason q-+ | (a—acos q)-30 dagas (—F sen 949) - 

i 
Para determinar el valor qa del ángulo y correspondiente al máximo del 


1aomento torsor, igualamos a cero la derivada ¿Myoy/d9: 
—4,57 cos qe +1 =0, cos q =0,638, qa = 50%21", 


Con este valor de q obtenemos Mor = —0,33ga* que es la magnitud extre- 
mal del momento torsor, Los diagramás A y Migp están representados en la 
igura d. 


Para el problema 4.83 


4.24, Examinamos el equilibrio de un elemento pequeño de la estructura 
(véase la figura). En un extremo del elemento están aplicados los momentos flec- 
tor M y torsor Mior y la fuerza cortante Q. En 
el otro respectivamente M-+ dM, Mo + 
+¿Mur 0+d0. 
Componemos la ecuación de los momentos 
respecto al eje u que pasa. por los centros de 
Tas secciones extremas del elemento: 


(Mior-k dMioy) cos L2-— Mor cos P-— 


— (1144) 5en LE — m0 son <P m0. 


Considerando cos ¿2 =1 y sen <P = 


2 
Para el problema 484 ZE tenemos dio; — 2M+4M) Ge = 
=0. Rechazando dM, obtenemos ¿Mtor/dp= M. 
4.85. El voladizo está representado en la figura a. En la figura so da una 
vista desde arriba; él momento £ está aquí representado como un vector (está 
Marcado con dos flechas). 
Hacemos una sección en el tramo BC de la barra. La p 
se determina por el ángulo variable q. 
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¡ón de la sección 


Como se ve el momento flector es 
M=M,=Lcosg 
y el momento torsor, 
Mor = My = Loen q. 
Por estas ecuaciones en las figuras < y d están construidos los diagramas M 


Y_Mtor del tramo BC de la barra. El diagrama Af se construye del lado de las 
fibras comprimidas, es decir, hacia arriba. 


Para el problema 485 


Cuando q > « (tramo AB) es preciso tener también en cuenta la fuerza P. 
Las ecuaciones se modifican así (fig. BJ: 


M= Los q— P+BD = L cos q — Por sen (9 — %), (4) 
Mayor = Leen p—PBK=Lsenp—PDT= 
=Lenp—Plr—reos (pa). (2) 


En la sección del tramo AB hay también una fuerza cortante 
Q=0Q/=P. 


Por las ecuaciones (1) y (2) pueden ser construidos los disgramas NM Y Mio, 
del tramo 48 de la barra para la relación dada entre L y P. Estos diagramas 
están esquemáticamente representados en las figuras e y d. El punto nulo S del 
diagrama M indica la sección con Mor máx (Véase el problema anterior) (fig. d). 
El diagrama O está construido en la fig. a. 

Cuando q = 90” (junto al empotramiento) de las ecuaciones (1) y (2) tene- 
mos M =—Prcos Q, Mig = L— Pr (1 — sen a). 
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4,86. Cortamos cl anillo por el diámetro 4,4, (fig. a) y examinamos el 
equilibrio de una de sus mitades (fig. 2). Para determinar los momentos interiores 
a en las secciones (los momentos torsores y las fuerzas cortantes en las secciones 
A( y As son igualos a cero a causa de la simetría de la carga), componemos la 
ecuación de los momentos respecto al eje 4,4¿:2M/, — 2£ sena = 0. De 
aquí hallamos M, =L sena. 


y) 


Para el problema 486 


Escribimos las expresiones de los momentos flector y torsor en una sección 
que se determina por el ángulo arbitrario q. Dentro de los límitos 0 < <a 
tenemos 

M=Macosg Y Myp=MasnQ, 
o bien 
M=Lsenqcosp y Mor=Lsengseng. 


Por estas ecuaciones construimos los diagramas M y A/go del tramo 4,C del 
anillo (tig. D). 
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Cortamos ahora el anillo pe el diámetro B,B, (fig. a) perpendicular al 
diámetro A,A,. Examinando el equilibrio del semianillo (a €), hallamos de 
modo análogo al anterior los momentos interiores M en las secciones B, y 
By 3 Mp = L cos cz y los momentos Lorsores y flectores en la sección que deter- 
mina el ángulo +: 


M= My cos = L cos a 005%, My = —M y sen = —L cos diseno 


Por estas ecuaciones construimos los diagramas M y Mor en el tramo B,C 
del anillo (fig. <). Ñ e 

De este modo están construidos los diagramas para lá cuárta parte: del 
anillo 4,CB,. Mostramos estos diagramas en desarrollo (en la fig. d están raya- 
dos). Teniendo en cuenta la simetría de la carga, construimos los diagramas 
para las tres partes restantes del anillo (en la fig. d no están rayados). El dlagra> 
ma Myoy también está representado en el plano del anillo (fig. e). 

¿Eñel ejemplo que se examina las fuerzas cortantes sou mulas en, todas las 
secciones. 


CAPITULO 5 


DESPLAZAMIENTOS EN VIGAS Y ESTRUCTURAS 
SOMETIDAS A FLEXIÓN 


5.1. Mostraremos unos cuantos procedimientos para determinar v y O en 
uma sección arbitraria de la viga 11. 
4) Integración de la ecuación diferencial de la deformada de la viga. 


z ? 

7 
do) 
10) 


% 


el problema 54(11) 


La ecuación diferencial de la deformada de una viga de gran rígidez tiene 
la forma pe 
o 

El=G7=—M. 1 


1) Si no hay restricciones, se supone que la sección transversal de la viga 
es constante y se tiene solamente en cuenta la deformación por flexión. 
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Aquí z es la coordenada que se toma a lo largo del eje de la viga, v ==" (z) 
es la flecha de la viga en la sección con la coordenada x (es positiva, si está diri 
gida hacia abajo), EJ es la rigidez a la flexión de la viga, M = M (2) es el 
momento flector, 

En este caso (véase la fig. a) el momento flector es 


M=-—P(—2)=-—Pl+ Pz, 
Por consiguiente, EJv" = Pl— Pz. De aquí 


: Pe Pla _ Pa 
EJv' =P + O EJv= E — + 134 Cas 


Cuando z == 0 de acuerdo con las condiciones de apoyo de la viga (empotramiento 
rígido) v = 0 y v == 0 = 0, es decir, C, = C, = 0. De este modo las ecuaciones 
incógnitas tienen la forma 


Pt 12 PL cd 
LSO TAZA a 


El ángulo de giro y la flecha en el extremo del voladizo se hallan mediante 
estas ecuaciones, considerando == 1: 0 (l) = PB/2EJ), v (1) = PAISES. 
2) Empleo de las ecuaciones generales del método grafoanalítico. El ángulo 


de giro y la flecha de la viga en la sección z se expresan por las fórmulas siguien» 
tes: 
i Mw 
0(2)=0(0,— VE da, (0) 
0 


00400) + o ud 


o 


Aquí 0 (0) y v (0) son los valoros iniciales del ángulo de giro y de la flecha, u 
es la coordenada variable de la sección que varía desde O hasta z. 

En, nuestro caso 6 (0) = (0) = O, M (4) = —P (0 — u). Do (0) obtendre- 
mos (2). 

SS Empleo del mátado de parámetros de origen (ecuaciones universales), Paxa 
Jos tipos de carga principales (fig 6) de las ecuaciones generales (5) obtenemos 
las fórmulas siguientes: 


(ay 


EJO (2)=EJO (0) —M (0)-2—Q (0) Fi E—a+P 


Eo [Ci aan 
+ E ARE 


—bp Al —ay » 
+ o EE A ps e 


ko = (qa — qj/la — e). 
En caso de varias cargas de un mismo tipo (por ejemplo, de varias fuerzas 
concentradas P) los sumandos correspondientes en las fórmulas (4) y (5) se 
repiten. 
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Al utilizar las fórmulas (4) y (5) se tienen solamente en cuenta los miembros 
referentes a las cargas dispuestas a la izquierda de la sección que se examina. 

En este ejemplo las fuerzas que actúan sobre la viga están indicadas en la 
fígura e; a la izquierda están representadas las reacciones en el empotramiento. 

Por medio de las fóramulas (4) y (5) obtendremos la (2). 

4) Empleo del método de la carga unitaria (de Mohr), utilizando la regla de 
Vereschaguin o la fórmula de Simpson. 

El desplazamiento elástico debido a la flexión de la viga se determina por 
la fórmula (integral de desplazamientos) 


16) 


donde una de las magnitudes Af o 3 (por ejemplo, 21) es el momento flector 
corriente en la viga debido a la carga dada; A, el momento flector corriente 
debido a la fuerza (o al momento) igual a la wnidad aplicada a la viga en el 
lugar y en la dirección de la flecha incógnita (o del ángulo de giro); 2, la longitud 
de Ja viga; £J, la rigidez de la 

Si uno de Jos diag 
puede ser arbitrario), la int 
se calcula como el producto dí 


Amo MAEJ) o 


JA 06, m 


donde w es el área del diegrama arbitrario; A7.. la ordenada del diagrama recti- 
líneo que corresponde al centro de gravedad del área w», la cual para abreviar se 
designa con la letra e; 

A veces el área «y debe ser dividida en partos más simples. En estos casos 
en vez de (7) obtendremos 


EJA= Y, 0101 (8) 
7 


donde u, es una parte del área w y c, son las ordenadas correspondientes del 
diagrama rectilíueo. 

100185 figuras d, e, Y muestran la determinación de la flecha en ol extremo del 
voladizo 


1 2, PP 
Er SEJ * 

Para determinar el ángulo 0 (z) de giro de la sección = aplicamos aquí un 
momento igual la unidad (ig, 4). El diagrama correspondiente de los momentos 
lectores está representado en la fig. £. El área de este diagrama es o =1.2 
=z. Su centro de gravedad € se encuentra a la distancia 2/2 del[empotramiento, 
Determinamos la ordenada < del diagrama M (fig. 17 a la misma distancia del 
empotramiento. Ella se determina como la longitud de la línea media del tra- 
pecio 


7 
> 


e= [PLY PQ a)l/2= PL— Paí2. 


Como en las soluciones anteriores el ángulo de giro incógnito 0 (7) = 00/(EJ) = 
= PleN(ES) — Prr/QEs). AENA 

Para determinar la flecha v (z) aplicamos una fuerza unitaria (fig. /). El 
correspondiente diagrama de momentos está representado en la fig, X. El área de 
esto diagrama es w = 2/2, Su centro de gravedad C se encuentra a la distancia 
z/3 del empotramiento. Determínamos la ordenada e del diagrama M a la misma 
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distancia. Esta ordenada se determina como la suma de dos segmentos ab = 
=3 P (L— 2) y de=5 Pl, es decir, Fu. ¿n= PI E 
La ¡lecha incógnita es o (2) = 00/(EJ) = Ple/2E)) — Pa/(GEJ). 


Mostramos también el cálculo de la flecha o (r) mediante la fórmula de 
Simpson (véase las figs. g y A): 


Elvia $ ata [ar (0, 410+4M (5) M (5) +00 Mar] 
n 


PL U—. 
lr PERE + Pa 0:0] 


5.3. 11) Aprovechamos las fórmulas (4) y (véase la ., 283). Te 
»(0) 20 ro alar A PRA > (0 pl Ala pianos 
fórmula (5). Teniendo en cuenta que M4 (0) = 0 y Q (0) == Vyzy = P/2, obteno- 
mos 


E prR,-P 1 
A) 


de donde 0 (0) = PR/(16£J), 


Ahora por las fórmulas (4) y (5) hallamos las expresiones de 0 y o. En el 
primer tramo de la viga 


OZ ES AN 
WET 4 ET? "TEN" TEE * 


de donde, cuando x= 1/2, tenemos, v= PB/(48£J) = vmáx; en el segundo 
tramo 


12) Mediante el método grafoanalítico determinamos el ángulo de giro del 
punto medio de la viga. Como se sabe 


0=Q, 0=MI (10) 
donde Qf y Mf son la fuerza cortante y el momento flector de la viga ficticia 


correspondiente fijada de acuerdo con las analogías (10) y solicitada por la carga 
Souicia a = MIES). os 2 dé 


Si la viga es de sección constante, se toma como carga ficticia g' = M; en 
este caso 


Er Y =EF* 41) 
Admitiendo que el diagrama de momentos (véase la figura) es la carga, hallamos 
las rescciones en los apoyos A y B 

AS ELL Ey TA 

os o 22 5)7 E 
de aquí 


ElA=Q,=V! =L1/2, — EJ0y=QL=-—Vh =Lij2. 


De este modo 0, = 
sección media de la vig 


ls = LI/QAEJ). El ángulo de giro y la flecha en la 
son 


eii ¿ts A a EE 1 
E ( SET > 
Mia 1 (111 Lt 


o lr) 


13) Determinomos el ángulo de giro junto al apoyo A por el método de 
Mohr aprovechando la regla de Vereschaguin. El diagrama de momentos M 


la la está representado en la 
Te. a. Pe $ 
"q 

e a» 


El disgrama unitario M está representado en la 
ig. ángulo de giro incógnito, según la 
fórmula (7) (pág. 284), es 

0 9b05_ q 


TE 


Determinamos la flecha máxima de la 
viga. El diagrama unitario M está represen- 
. Separando el segmento para- 

jagrama (mostrado en la fig. a con 
linea de trazos), determinamos su área o, mo: 
Siapte la fórmula (12) introduciendo 1/2 ón vez 
l: Obtenemos o = 01/96. El fren del trián- 
10/32. Por la fórmula (8) (pág. 

E la Mica Sncóguita es 


Umáx = (0,010 Orca) 7 +7 ; 


1 Sql 
ash. a0=to tido 
5.7. Cálculo de la sección según la condición 
de resistencia. El momento lector máximo es 
Mmáx =Pl1=4,0 kN-m. El módulo resis. 
tente necesario es Ww= Mygx/lo] =6,25 cm. 
Para el problema 53(18) Tomamos el perfil N*5 cuyos 1W= 9,4 cm 
Jm 228 
Comprobación de da rigidez. Le necia náxima (vénso el problema 6.1, 14) es 


=p Ln Mucha relativa f/1=2,93/400 > 1/40, es decir, la rigidez es insu- 


1icient 
"dicuto de la sección según la condición de rigtdes. 
Medianto la fórmula /=-3zy" obtenemos 


PR 
== mt. 


Tomamos el el qa N" 40 que tiene J = 174 cm, W = 34,8 cm*. En este caso 
la flecha em <1/400. La tensión será 0 = Mg /W= 


=28,4 MPa. La eta de los pesos es 4,8/8,59 = 0,56. 
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6d ll Sin tener en cuenta el giro del empotramiento (véase el problema 


ql ñ 
BET + 0-0 
El giro del empotramiento nos da Se. B): v (0) = —ly, 9 (0) = y. Los desplaza- 
mientos totales serán; » (0) =F7—1, 9 (0)=—Gg7 +1 

5.11. Los valores corrientes de 0 y » se expresan así: 


. 
0 


Li Ed LP (2 Ed 
a A) ni). 
La fecha v (+) es la máxima cuando 0 (2) es igual a cero, es deci, cuando a == 
=1/ Y 3, Mediante la ecuación para v(z) hallamos TT 


<= 0,0644 Fe . La flecha en la sección media es v (0,51) =5gE7=0,0625 Fi - 


2 
q 
Pa 
E 
eS 
2 


Para el probloma 5.40 Para el problema 5.42 


5.12. Indicación. El diagrama de los momentos flectores está representado 
en la fig. ». El momento flector en la sección media de la viga es igual a cero. 
Por eso poniendo mentalmente en este lugar una articulación (fig. c) no cam- 
biaremos la deformación de la viga; obtenemos dos vigas que se doblan por 
separado. El problema se reduce a la flexión de la viga por una fuerza aplicada 
en el punto medio (fig. d) (véase el problema 5.3, 11). 

:18. b) Resolvemos el problema por el método de Mohr aprovechando la 
regla_de Vereschaguin. 

El diagrama de los momentos flectores está representado en la fig. b, En el 

dividimos el diagrama en componentes simples (lig. 9). 
01 0/6, 0,=q 2/12, 04 = 0, ==q0, 0 = 


0 90, 

En el punto B aplicamos la fuerza 7 (fig. 0). El diagrama correspondiente 
(«unitario») de los momentos 3 está representado en la fig. d. Las ordenadas de 
este diagrama correspondientes a los centros de gravedad de las áreas arriba 
halladas (0, » -., os tienen los siguientes valores: 0; = —3/4 = 6p, 69 = 


=> —5a/6, —al3, ey = —a/6. 
flecha incógnita en el punto B es 


Según la fórmula (), 
Pp = (010 + 056) Eo eo E 00 (ES) 
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Es más cómodo efectuar estos cálculos en forma de tabla. 


Para el problema 5.18(b) 


Obteneinos Wa = —qat/(12£,). El siguo menos en el resultado s 
¿que el punto 2 no se desplaza hacia abajo, comio está dirigida la fuerza Í, Si 
acta arriba. 

Para determinar sl ámgulo de ro en el punto 4 aplicatoos ex, std puto 
un momento igual a £ (fig. e) y construimos el diagrama correspondiente de los 
momentos flectores M7. 

Obtenemos es = a GM 09 = 13, ._ y 

—1, ingulo de incógnito dy = E) = 
E as/(E7). El signo más en el resultado 17 significa que o del 
je de la barraen AS A se efectúa en el mismo sentido en que actúa el monien- 
to aplicado 1, es decir, en el sentido de las agujas del reloj. 1 y 
ostremos también el cálculo de 64 mediante la fórmula, de Simpso! 


El0= Y) [roy ar (0)-+4Mf (+) -M (+) +07] 1/0. 


¡La suma es válida para todos los tramos de la viga (1 es la longitud de un tramo). 
Calculando (véanse las figuras d y f), hallamos 


ÓN 
+ (E e) (E) ia] E 
+[iaai—1+4 (— (=54)+01) Fo. 


5.19. Indicación. El di > Pera de los momentos flectores está representado 
en la fig. a, donde se indica la división aconsejable del diagrama, al utilizar la 
regla de Vereschaguin. El área de 
cada segmento parabólico es igual a 
qu'/12. El centro do gravedad del seg- 
mento se encuentra siempre en la sec- 
ción medi 

En la fig. d está mostrado otro 
método de dividir el diagrama lla- 
mado separación (respecto a la seo- 
ción B) por las cargas. A la izquierda 
están construidos por separado los 
diagramas debidos a la reacción Xy = 
==Yqu/á4, debido a la carga q y al mo- 
mento concentrado gat; a la “dorecha, 
los debidos a la fuerza concentrada 
2qo y ala carga q. El área de cada 
diagrama parabólico es igual a un 
tercio del producto de la base por la 
altura. 

5.22. Indicación. Para determi 
nar el ángulo O, y es necesario en el 
estado unitario de la viga según Mohr 
aplicar en las secciones 4 y B mo- 
mentos iguales a la unidad dirigidos 
De 

5.24, Indicación. Para sim] a 
car la solución hace" falta examinar Para ol problema 549 
la deformación dela viga obtenida, 
sustituyendo el voladizo por el momento correspondiente. En este caso es 
cómodo aprovechar las soluciones de los problemas 5.3 y 5. 

Para determinar el desplazamiento del voladizo es necesario actuar como 
está indicado en la solución del problema 5.10, teniendo en cuenta el ángulo de 
giro en el comienzo del voladizo. 


ey —2/3, cy 5/6, 
+ 
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Para determivar los parámetzos ipiciles incógnitos 0.0) y 4 (0) ge 
examinan las condiciones en el extreme derecho de la viga: 0 (1) = 0, » ()= 0. 
Sustituyendo en Ja ecuación (4) (pág. 283) el valor de z=1= 5 m y las otras 
magnitudes numéricas obtenemos 

ose 004 E (634 64M, de 
donde EJ0 (0)= 17,00 kN-m*. 

Pl la ando 3 cuando =1=8 m, hallamos 0=EJ» (0)+17,00-6— 
A A e 
EJv (0)=31,50 kN-m>. 

Conociendo los valores de EJ0 (0) y EJv (0) podemos mediante las ecua- 
ciones (4) y (5) escribir las ecuaciones incógnitas de los dia as O (v) y y (2) 
cada tramo de la viga (vénse la respuesta 


diagramas 0 (2) y v (2) se dan en la respuest 
En los diagramas están indicados los valores 
O (e) y o (2) multiplicados por EJ =8-104 kN 


El ángulo de giro inicial y la Ñlecha inicial son: 
8 (0) = 17,00/(8-10*) = 0,000212, 
v (0) = 31,50/(8 -10%) m = 0,0394 cm. 


5.34. Las condiciones para determinar las 
constantes son: 1) cuando =01=0,2) € lo. 
z=1v= h, donde h = 0,5ql-h/(E¿F) es el alar 
gnmiento de la barra de acero. 

3/47. La curvatura 1/8 del ele de la dor 
doblada es igual a M/(EJ). Pero 2xR = l, 

Pora el problema 548 consiguiente, MHEN) cin de donde Ma 
= 2 1d 

548. La solución aproztmada (mediante lo ecuación dtvídz? = M/(£))) 
es: Umga == 1a/2, Oy = Oy = 22, de donde a = MI/(EJ) (véase la respuesta 
para "el problema “5.3, 2 > 

El desplazamiento del apoyo se halla por medio de la expresión 


ñ 1 
A ” 1 mM 2 Mu 2 
AE Jure (Ear. 
e 

La solución ezacta (mediante la ecuación d0/ds = 1/R = M/(E))). Como se 

, n 
ve enla figura Daga = R — R cos 09 == R-2 sen* (04/2), pero DNURTTA 
por “consiguiente, — "mea = EL 2 sen Dez sen* a. — El desplazamiento 
del apoyo es 


ES o ME sen 2 
A=1—2R s0n 0) =1—2 Zen 7 =1 (E A 


5.52. El ángulo de giro mutuo de secciones infinitamente cercanas es d0 e 
== ut de/h (véase la fig. a). De aquí la integral de Mobr tendrá la forma 


MM dz H ati 
$ E [m3 | = (43, 


Para determinar el ángulo de giro 6, en el apeyo A el diagrama unitario Á7 
“tiene Ja forma indicada en la fig. b: M = 3/1. Según la fórmula (13) obteneniós 


ñ 

ar $4 ati 
=P] peje, 
d 


'El diagrama unitario M7 necesario para determinar la flecha f está representado 
en la fig. e: M1 = 2/2. Según la fórmula (13) obtenemos 


5.55. 11) La ecuación diferencial de la flexión de-la: viga al «calentar ésta 
de manera desigual por arriba y por abejo, tiene la forma 


Y =-—ta/h, (14) 


donde t es la diferencia de operates de las fibras superiores e inferiores; e 
el coeficiente de dilatación calorífica del material; A, la altura de la sección 
transversal de la viga. 


” a == 2 y 
Ne ADA | A | a * 
i E A 
¡ 
w e 9 


Para el problema 5.52 


Haciendo la integración, ebtenemos 0 = w' = —tazx/h + C,. Hallamos la 

constante de integración a partir de la condición € = Ó cuando x = 1/2. Tene- 
tal 

mosC, =>. 


Etectuando la integración una vez más, obtenemos vw -— 


+6. 
Puesto que cuando x=0, v = 0, entonces C, = 0, 


56. 11) Aprovechamos el método grafoanalítico (véanse las fórmulas (10) 


enla pág. 285). En la figura está representado el diagrama ¿7 considerado como 
carga ficticia. Obtenemos 


SI 
10EJ * 


O | 


d=0=-9,-0-9= 


Aquí Q,, £4, 2, son las áreas de les triángulos 7, 2 y 2 que componen el diagra- 
ma M/(EJ) (vónse la figura). Por ejemplo, 2 == LP 
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12) Construimos el diagrama MXEJ+ (vésse la figura). Para los tramos 
absolutamente rígidos de la viga las ordenadas de este disgrama pon, iguales 
A > e Pl 

a coro. Bl área del diagrama es 0=20,+20,, donde 2 =-¿y q 
= E, 0H. Obtonemos 2=-220 . De aquí los ángulos de giro 
=mEr > *“= ET A 53 e de 8 
2 _ ser 


on los apoyos son 0, =00==3 = ¿¿g7 y la Hecha en la sección modia os 


Ta 


H ,. 
pra 
! 1 


Para el problema 5.56(11) Para el problema 5.56(12) 


5,58. Utilicemos las ecuaciones generalos (3) (pág. 289). 
El momento flector M (x) = q (1 — 7)*/2. Los valores de Af, calculados 
mediante esta fórmula, y los valores de M/(£J) están indicados en las columnas 5 


PEE 


MENFEaRo 15] 
Y [gaAza mi 
Ir 


Para el problema 5.58 


6 con intervalos s = 100 cm a lo 


6 de la tabla para las secciones 1, 2, 
de la viga. El diagrama M/(EJ) está representado en la fig. a, En la co- 
lumna 7 de la tabla se dan las áreas £ de los tramos del diagrama 3//(£J) entre 
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“las secciones. Estas áreas están determinadas aproximadamente, como áreas. 
de trapecios; ellas dan los valores E 
24 


| Sa. 


Como la viga está empotrada -rígidamente, 0 (0) =.v (0) =0; por consi- 
guiente, para cualquier sección m 


y 
ús mi 
(2) damn Y) d 
dsg ; 


Por estas fórmulas "precisamente ha sido efectuado el cálciló de Las ordeñadas 
de los diagramas 9 y ven las 4 últimas columnas de la tabla, Los dingremos 
0 y v están representados en las figuras 5 y e (el dliagrama v está trazado en el 
sentido de la flecha real). 


Cálculo de y 


El [dels A 
Will 218 l5l2 1 
El lola lBla - 


5.61. 2) La ley de variación del diámetro se ha tomado por la variante 
Sa de (1 +V2/h. La integral de Mohr pura determinar la flecha en el 
punto K es: 


hb 
M 
9n= | “Ejes, 
p 
donde M = —qx/2 es el momento flector corriente debido a la carga dada; 
M = —1+z, el momento flector debido a la fuerza unitaria aplicada en el pun- 
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to K; J = nd (2)/64, el momento de inercia de la sección corriente. Después 
de la' sustitución obtenemos 
1 
— 3ogus A] 
UnA RarO> donde ) a 


Admitimos las siguientes designaciones: 


E 


ideiticaor | Q |. | E | D | T | 


[vator de lal eiecña y; 


E Integral 


de 


función 
e | subinte- 
gral 


2 


[o] 


Al componer el programa en el idioma fortrán es conveniente aprovechar el 
subprograma estándar de e; ¡lo de la integral definida de la biblioteca en el siste- 
ma OCEC, por ejemplo, el programa QG4 o cualquier otro programa existente vn 
el suministro matemático del ordenador dado. Se puede componer un subprogra- 
ma propia. 
price: el subpr ma llamado GINT que permite calcular la inte- 
gral definida raediante el método de Gauss con una exactitud dada. El subpro- 
gram: 'T puede ser escrito en la máquina como un programa estándar o ía- 
<luido en el programa fuadamental (como está hecho más abajo). Este subpro- 
Po comienza por el operador FUNCTION GINT (EXT, A, B, EPS), donde 
XT es el nombre de la función subintegral (arriba está designada como FUN), 
A y B son los límites de integración (en nuestro caso Á = 0, B == 1), EPS es el 
error relativo dado (aos Limitamos al cáclculo de la integral con una exactitud 
de hasta un 1%, es decir, consideramos que EPS 3 
1204 abajo está escri 


E+Des4)e0 
DE) 


gu 


10 
29 


END 
FUNCTION (PUN(T) 

FUN = Tos3/(1 + To» (1./4.J)us4 
RETURN 


'N 
FUNCTION GINT (EXT, A, B, EPS) 
DIMENSION U(4), W(4) 


DATA 
*U/.8611363116,.3399810435,—. 3399819 436, —8611363110/, 
A RATOSABASE 6521451549, .6521451549,.3478548451/ 


1 
OTB = 
Y = 0T8 
OTB=05 
D =(B— AJ/Neg.5 
DO21=1N 


DO2kK =4M 
OTB = OTB + W (K)+EXT (A + De(2e1 — 1 — U (K)))oD 
N=N+FN ES 


1 


*% TF (ABS (OTB — Y).GT.ABS (EPS+OTB)) GO TO 1 
y SINT =0TB 

RETURN 

END 
e JDurante la formación de las tarjetas perforadas con los datos iniciales es 
dietesario escribir previamente los valores de q, 1, de 7 E en newtones y metros: 
q = 0,0021 N/m, (= 1,53 m, da =0,024 m, E =2,£-101 N/m*. Es cómodo 
escribir los primeros tres números en la especificación F destinando a ellos seis 
posiciones, cuatro de las cuales se destinan para los quebrados. Para eso los 
Búmeros 1,53 y 0,024 deben Ser.escritos como 4,5300 y 0,0240. El módulo de 
elasticidad es cómodo escribirlo en la especificación E, es decir, representar este 
Túmero en la forma 0,212 -+ 12. De acuerdo con esto está escrito FORMAT con 
una marca 10. 

La tarjeta perforada con los datos iniciales tiene el siguiente aspecto: 


123 4567891011 12 43 14 15 16 47 48 19 20 24 2223 24 25 28 
B:DD0211-53998-B2488- 21 E+ 12 


El FORMAT con la marca 20 sacá para la impresión, en columna con espa 
cios de 25 posiciones, los valores de los datos iniciales g Í, do, £ y de las magat- 
tudes calouladas dec e yy en la forma £, con tres 
citras en la parte fraccionaria. 

El conjunto de las tarjetas perforadas deben 
¿ncluiz también las, directoras (guías); el juego de 
estas últimos depende del tipo de ordenador. 

De los datos impresos obtenemos yx=2,09 cm. 
Si la sección es constante el cálculo nos da yx 
42,1 cua, cuando d = da. yx 2,6300, cuando d= 
5.84. Designanos los esfuerzos en los tirantes 
extremo y cnedio por S, y Sa (fig. a). En este caso 


$ ESTA Si h 
- e a (PIS, E 
de APA 


La flecha de la viga es igual a hp — 41. Por otro 
lado esta flecha puede “ser expresada Como para 
una viga cargada por la fuerza en la sección 


5 
media (fig. 5), de tal modo: m7 (vénse el problema 5.311). Por conal= 
guiente, 


Para el problema 564 


(P25ph_ SM _ 25/P 
Esc EscF ABE 4d * 
Do aquí S,=P/(3 +6), donde P= PELF/QáREG0rT), Sustituyendo los 
E e AE ES BET 
La tensión máxima en la viga es a = “72 = 38,6 MPa. 
5.55. Despreciando la deformación de la viga, es decir, considerando que 
Ls obtenemos Pm 0 y Sis P/S. Despreciando la delormación de Jos 


tirantos, es decir, considerando que F = co, hallamos $ = oc y S, = 0. 
5.67. a) Indicación. Usando la respuesta del problema 5.66 se puede escri- 


bie: Mg —A£JO al, Mam Ma = 2EJOpÍ 

5.70. 11) Presentamos Cuatro métodos de solución. 

1) Haciendo uso de la ecuación de los tres momentos (véase la solución del 
problema 5.70), obtendremos 


de donde hallamos 3/ (0) = —5P1/16. Luego con ayuda de la ecuación del equi- 
Bbrio, hallamos Q o = 11PA6. 

Conociendo Q (0) y M (0) calculamos por medio de las fórmulas (4) y (5) 
los desplazamientos incógmitos. 

Véase el diagrama 2/ en la respuesta. 

2) Con ayuda de la fórmula (5) expresamos la condición de igualdad u cero 
de la flecha en el extremo derecho de la y 


Dd p a— ua 
0 00 +2 LE o, 


Resolviendo esta ecuación junto con la ecuación de equilibrio M (0) + 

+ 010) 1— P (U2) =0, hallamos los valores de Q (0) y 4 (0) y, Juego me 
diante las fórmulas (4) y (5) determinamos los desplazamientos incógnitos. 

* 3) Sustítbimos el apoyo derecho por su reacción ES La flecha en el extremo 

del voladizo debida a la fuerza X es igual a /x=— z «véase el problema 5.1, 


41), La Mlecha debida alacarga tvéase cl problema 54, 3) 0s/p= (LES) 


x (81 —4)= Fr Sogón los datos del problema la sumo de /x y /p 


es igual a cero, de aquí' Y = 5/8/16. De esta manera eliminamos la biperestatiz 
cidad de la viga. Luego se determinan las reacciones en el apoyo izquierdo y me- 
diante las ecuaciones (4) y (5) se hallan los desplazamientos incógnitos. 

4) La última solución puede ser también escrita en la forma canónica del 
método de fuerzas: X,6,, -F A,p = 0. Suponiendo que X, es la reacción en el 
apoyo derecho tenemos 


e > 
My 


de 5 
Obtenemos de nuevo X= =<Gp. 
e, Y 
5:78. Supongamos que la viga superior soporta la acción de una parte de la 


carga P igual a 2, y que la viga inferior soporta P¿. En este caso 
P+P, =P. (15) 

Las flechas de ambas vigas en sus secciones medias son iguales, La Mecha 

de la primera viga (véase el problema 5.3, a) “E 
HE 
FE, 


la flecha de la se= 


«Por consiguente, 


Pai PE, 
pS E 
38£J, — 18ÉJ, e 


ginda viga'os 


Resolviendo conjuntamente las ecvaciones (15) y (16) obtenemos las incógnitas 


Tncógnitas son los tres momentos de apoyo-(fig. a): My, M1, Y Ma (My 

KN -0m). Componemos tres ecuaciones de 103 trés momentos. 
los tres momentos en la forma general para la viga de sección 
constante es la siguiente: 


Maat 42 Mp, op dp) E Mitad a 5, 


donde Vh = ¿a + O 41m +1/fp +4 es la rencción ficticia en el apoyo- debida: 
4 as luces pa oy a escribiremos: p 


Moli+2M, (y Pl) + ML = 9, 
Mil +2M, (Hr Mgla= —0VÍ. (47) 
Mala +2Ml¿=—81Í. 


“acciones ficticias'V!, considerando los disgramos de los momentos, 
ra las diversas luces (fig. 6) (el momento'exterior igual a 30 EN -1' 
lo referimos a la segunda hoz): 


vi —8,94+45,0—10,0=43,0kN-=m%, VI=—20kN=m*, V5=0. 


Después de sustituir los, valores numéricos y résolver el sistemá, (17) ballaremós. 
M, = —24,3 KN mm, M, => 19,9 KN -m, My = 9,95 kN -m. 


Para el problema 5.79 


Los diagramas 31 y Q se dan en la respuesta (trazamos previamente las orde- 
nadas Mo, My, Mp y My y añadimos al diagrama obtenido debido a los momen- 
tos de apoyo los diagramas construidos antes (fig. 2). 

Las reacciones de los apoyos son; 

Vo =— 40 + 20/3 + 20-2/8 + 40-3/2 — 24,3/3 = 111,9 KN, 
Y, = —20/3 + 20-4/3 + 40-3/2 + 24,3/3 + 24,9/2 — 30/2 + 10,9/2 = 
=752k 
Hallamos análogamente Y, = —17,0 KN y Ya =9,0 KN, 

A 1,30 m de distancia del apoyo (/ el diagrama ( tiene un punto cero. Por 
consiguiente, en esta sección el momento flecto tiene su valor máximo. Este 
se calcula así: 


Mméx = (111,9 — 40)-1,30 — 20 — 40-1,302/2 — 20-0,30 = 33,4 kN -m. 


Hallamos la sección de la viga. Wueces = Mpgy/lo] > 240 ca. 


Seleccionamos la viga en doble T N*22 a, cuyo módulo resistente es W= 
= 254 col. 
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Para determinarla flecha «met en la sección media de la luz 1—2 construimos 
fl diagrama unitario de momentos de dicha luz (está representado en la fig.) en 
la parte baja con línea de puntos). Multíplicando (según Vereschaguin) el área 
0,5-2/2 = 0,5 m! de este diagrama por la ordenada medía — (24,30 -+- 10,1)/2 = 
= —17,2 kN -m del diagrama M y iendo el resultado por EJ = 5,58 10% 
KN «w*, obtendremos véd ==—1,54 -10-3m. El signo menos significa que la flecha 
está dirigida hacia artiba (en sentido contrario a la dirección de la fuerza 1). 

5.82. Si la viga soporta un calentamiento desigual por arriba y por abajo, 
a ecuación de los tres momentos tiene la forma 


Macilact2M y Unlne 0H Meta = 3 $4 as (tpla Htnertnedo 18) 


donde t, es la diferencia entre las temperaturas de las fibras inferiores y supe- 
riores de la n-ésima luz, t, +, eslo miso, pero en la luz (n + 1), es el coeficiente 
de dilatación térmica del material, h es la altura de la sección transversal de la 


a. 
5.83. a) Según la ecuación (18) (véase la indicación para el problema 5.82) 


3EJatl SEJat M, 
obtenemos 224,2 — JERHL. de donde My — A y om ph 
ce Ben Determinamos las reacciones on los apoyos: Ri =—Ry= 
=3EJA£ | Teniendo en cuenta la ecuación (14) ípag. 201), escribimos la 
ecuación diferencial de la línea el 
df Ba MiRs oa al 30 
CASPE O 
Haciendo la integración doble de esta ecuación teniendo en cuenta los datos 
det a als 
iniciales (e =0 y 4 =0) obtenemos v=— EH 


» 2 der ER 
Cuando 2=-3- tenemos la flecha máxima H2—. 
b) A partir de la simetría del sistema respecto al apoyo medio reducimos el 
"problema al caso examinado arriba. 
5.87. b) La ecuación de las cinco mom: 
apoyos elásticos tiene la forma 


Macano na + MiiEno na + Mins nh Mnciin. net Meri, nes inp=0, 


s para ua viga que descansa sobre 


19 
«dondo ; 
£n-; y 
Enano En pp ml 


xr). 
barn= + E sh. [ > +om ( ía =3 Po y+ E S 
A tr... 


A 
7 Iman 


AN 
208 


dende e, es la elasticidad. del apoyo n, V? es la carga sobre el apoyo n (se-supone 
que dos apoyas son articulados), 148] es el ángulo de giro del extremo 'erecho del 
vano x como de una viga con apoyos articulados debido a la carga dada, de una 
torcedura térmica o inicial, [rx *] es lo mismo, pero del extremo izquierdo de la 
luz n+4. 

En nuestro caso obtenemos 


cuando a? > 2eEJ el diagrama M tiene la forma representada en la figura; 
cuando a? < 2e£J el momento M, es positivo y el diagrama MM tiene un mi 
signo en toda su longitud. 


A 2 e 
2 
” L > ql" id 
e 


Para el problema 5.87(b) Para el problema 587(c) 
+) Componemos un sistoma de dos ecuaciones de los cinco momentos (19) 

(vénse la solución del problema 5.87, b): 

MbritMecitia 20, Mila Matar a. po, 
za, a € CO ¿a 
ad E o 

E ed da a 

a ol E 11 Nós 0 


Eu n= ZE (/ os la altura de la sección de la viga, a es l cooficiente de 


dilatación lineal del material, 


a 


a a 1 4,4 e a 
rl) 01837. 
a a fe 4 y £ 1.2674 
a rd rr 1-52. 


Resolviendo el sistema, obtenemos M, = —0,42x, My = —0,45% (véase 
la figura), donde x = 2t£J/h. 

.88- a) Cuando el momento sobre el apoyo medio es igual a cero (aquí se 
de introducir mentalmente una articulación) la reacción en este apoyo es 
al a q1/2. En este caso la flecha en la sección media de la viga es 


Jgualando esta flecha con el asiento del apoyo LL 2, obtenemos 2= 


La ” 
OS 

5.89. La ecuación de los tres momentos considerando los asientos de Jos 
apoyos tiene la forma 


Mai Un + Min 


dans ds pde 
A 


En nuestro caso obtenemos dos ecuaciones: 


LM, DIH Mai=— 22.4 0er (<H -). 


4 


MIME, 


de donde M¿=0, My = —6£JA/P. e 
5.90. Al'rotirar el apoyo E obtenemos la.flecha $ en cl punto 8 ¿puja le 
acción de la fuerza P. Esta Álecha se anula por Ja acción de la reacción X en el 
apoyo B. Esta reacción provoca una flecha opuesta Óx» 
YO 
De la solución del problema 5.56, 11 tenemos $x= => . Del anismo 


1.22 


modo determinamos Sp===3 +70 == a 


3 
TEN 0) Er* 
De la condición Sp = Óx = 0 hallamos 


5 
X==7P. 


El diagrama A/ está representado en la respuesta. 

El caso 5.90 b es análogo al examinado. 

5.91. Es cómodo utilizar la ecuación de los tres momentos (véase Ja solución 
del problema 5.79», pero en este caso de diferentes rigideces en las Juces la ecua- 
ción tiene la Tormo 


B 2 2 2 
Mr 2 Ma (e ni) 1 
ATA ner 
=> (ey peas) 
nía nsibnar 


5.93. a) El diagrama de los momentos flectores en el estado límite está 
representado en la figura. Escribimos las condiciones de la formación de My 


las secciones A y C: 


Ma = Rol — Prsopll2 = —Miyys Me == Rgll2= Mig 


AQUÍ Mim = 091 (Scomp + Str) = 09 Witim es el válor límite del momento 
flector (véase la solución, del problema 4.73); el coeficiente 11m, para la sección 
rectangular es igual a-4,5; para la-sección circular es igual 1,7 (véase la respuesta 
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del problema 4.76) para la sección rómbica es igual a 2;1Y es el módulo resistente; 
ón es el límite de fluencia, 
De la ceuación (21) hallamós Rg =2M9/l, Prim = CM gop/l- 


Para el problema 5.9301 Para el problema 5.98 


5.06. El diagrama de los momentos flectores en el vano 12 en el estado 
Musite está representado en la figura. Tenemos Mg =, Prjonli/S: De aquí Pig = 
<= SMygo/be - y 

5.98. Calculamos la característica de la: viga 


> oa a 
eV E-V 


0) 
Nm 


187 
5 


3 


-02 


NS 
Para el problema 5.98 


La longitud reducida de la viga es Bl == 1500/75 == 20 > 6. Por consiguiente, el 
cálculo puede efectuarse como para una viga infinitamente larga. La flecha y el 


so uo Jena regio 


ES 
0 o 1 1 0,215 
25 0,333 0,9% | 0,4 0,195 
50 0,667 0,62 | 0,08 0,133 
15 1,000. 0,51 | —0,11 0,110 
400 1,333 0,32 | —0,19 0,069 
150 2,000 0,07 | —0,18 0,001 
200 2,667 | —0,03 | —0,09 —0,001 
300 4,000 | —0,03 0,00 —0,001 
400 5,333 0,00 | 0,01 0,000 
500 6,867 0,00 | 0,00 0,000 
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momento flector se expresan así: 


¡1890 P 
vtr agpo O (sen Baco Baj=—ggzpr a (2)=0,245$ (2) (em), 


M (m5 TB (eos fz—sen Pr = + ma (2)=48,7m, (2) [KN =m]. 
Los cálculos según estas Sórmulas se dan en la tabla (los valores de y (2) y 
1, (2) son tomados de la tabla 4 del anexo). 
Los diagramas 1 y A) están representados en Ja figura, 


La flecha máxima v(0)=-;p7p7-=0,215 cm. El momento flector máxi- 


mo M (O=p=18,7kN-m 

39. Suponemos que el erigen de coordenadas se encuentra debajo dela rueda 
ia. En este ceso el momento fletor en la sección bajo dich rueda se expre- 
sará así: 


P 1 
M=)) FF S Pm 
La distancia x desde esta sección hasta cada una de las ruedas es igual us 


al =2890m, ¿1 = 143 cm, 1 = 0,2 Y == 154 cm, 2" = 289 cm. Das mag- 
pitudes correspondientes de fx son: 


Pal =280/75=3,85; Ball =143,75==1,90; 
pai o; prlY=1.90, faV 3,55, 
Los coeficientes y, de la influencia de las ruedas (de la tabla 1 del anexo) son: 


n=") =—0,00%, nn] =—0,10, 9 Met 
El momento flector es 
M= 3 1180,3-1-80,4) (—0,002%1-+-(80,5-+ 87,2) (—0,490)+89.0-1]= 
1060 kN «cm=10.6 kN=m. 


La influoncia de las ruedas vecinas disminuye el momento flector debajo 
de la rueda media aproximadamente en un 36%. 

La tensión es O. = /W= 58,8 MPa. 

5.100. Tenemos solamente en cuenta la influencia de las ruedas 111, IV 
y V. El momento flector es 


M=_É 180,0 (—0.0024)-+87,2 (—0,190) +-80,4-1]== 1370 KN-om=43,7 kN=m. 
La. tensión es O = M/W = 77.0 MPa. 


5.101. Determinamos la rigidez de la base elástica k = 8 = 30 kPa, La 
característica es 


OS 

E 
ey. TET 20 an * 

La longitud reducida de la viga es Bl= 1000/2270 <0,8. Por consl- 
gulento, el pontón puede ser calonlado como una viga sumamente rigida, Suponga: 
nos que ol colado dela proa es igual e », y el de lo popa ess EN lo figura etá 
representadoel diagrama de presiones del agua sobre el pontón. Para determinar 
+, y Y, componemos las ecuaciones de equilibrio: la ecuación de las proyecciones es 


PAP impo 
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y la ecuación de los momentos (respecto al extremo izquierdo) es 
BI (Bl 2 
Pa— AA GA 3 !=0 


De las ecuaciones obtenemos 1, = € (21/3 — 
€ = GP/(yBP) o después de sustituir los valores 
2107 cm. 


ta =C (a — 1/8), donde 
éricos.», = 27 Cid, y = 


Conociendo el calado del pontón obtenemos la intensidad de la presión de» 
gun sobre Éste q == [vs (da — 00 ID 
El momento flector en el tramo / del pontón (véase la figura) es 


Mia ¡ 0) 9d [isa +(H—1)2]. 
3 


En el tramo 1] es 


My (o) =M (3—P(— 


e [ia + (E 4) =]-Pa-o) 


Por estas ecuaciones está construido el diagrama de los momentos lectores. 
El momento máximo (cuando z = 4) es 


Mix 2 (442) 288 kN=m. 


ze ¿a 


5.102. La longitud reducida de la viga es fl = 200/65,6 == 3,05. 
z TI 
z 


| Aresíon 
delegan 4 


2334N in 
Para el problema 5.101 Para el problema 5.102 


Como 1,2 < 3,05 < 4, la viga debe calcularse como una vi 
lizamos el método de los parámetros de origen 


corta. Uti- 


vereda de E Me Er — 04 Ple. 

Ou Ops Ma ig —0 pr 10, ea 
Ma Mobk Do dera LG 0, L02 4 1, 

Qa= Qubat ro 204 PE MAD 0d, 


donde 
As=chEcosE, Bam FT (chEseni+sh Ecos E, 


C, 


L hisent, =-1 (ch sen E=sli E cos E) 
q shiseng.  Px=-p (chEsent «sh Ecos E) 


al wismo tiempo E = Pz (abscisa reducida). [v,], (6,3, [4£,J y [0.) son Los miem- 
bros debidos a la carga, Las cargas concentradas se tienen en cuenta como los 
parámetros de origen M» y Qs, pero con una corrección respecto a la abscisa; 
por ejemplo. la fuerza concentrada P aplicada a una distancia a del origen da 
Bara Ven el tramo <> a un miembro PD. (EJ?) (como el miembro debido 
a Op. 


z, cm 0 75 | 100 
pz 0 144 | 1,52 
Ax 1 | 0,985 | 0,06% 0,719 | 0,5218 
Bx o | 03 1,4055 | 1,07595 1,25145 
Cx o | ojo | o,2875 | o,6sto | 1,080 
Dx o | 0,00915 | 0,0730 0,2449 [ 4,5705. 
9,00996 Ax 0,009 0,009 0,007 000424 
22 Ba 0 0,164 0,238 0,278 
Dx, Cm 0,009 0,173 0,245 0,277 

77 132 

692 1820 

769 4752 


En nuestro coso tenemos 


Bx 
A O de 
De la tabla de los valores Ay, Ba, Cz Y Dz hallamos 
Bi =B (3,05) = —4,76105, Cp =044817, Di = 2,86442, 
Avi = A (1,52) = 0,4246, Boyr =1,25145, Cor = 1,0870, 
Dot = 0,5705, 


De las condiciones del, problema u¡ =0 y Af =0 hallamos 0, = 
=9,86:10-3 em, Oy = 3,37-10-2, “De (22) obtenemos 


Da = 0,009904 y + 0,2248 z, My = 120, + 2880D y. 


Los cálculos de las ordenadas de los diagramas v, y M están dados en la tabla. 
Los diagramas están representados en la figura. 


5.103. Calculamos Jtor=-3- D) s09=F(842:0,0.4=0,425cm. Cons- 


truimos el diagrama de las áreas dobles sectoriales w (lig. a). 
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Por el a les, de acuerdo con la regla de Vereschaguin, el mo- 
le inercia 


mento sectori: 
Ja S tdo tb $ 


ee determinamos la característica de la sección a= Y EJtor/(EJ0) 


ramo 443. 12281 om, 


m 


eo? 
Maprgpao, 
Ed 


Pora el problema 5.103 


De acuerdo con el método de los parámetros de origen las expresiones de p, 


MT, B y son 5) 

eo 0+ 7 EOL oh a) (ah 2010 (0, 
nor 

23) 


(0) (ch az—104- 1H (2), 


M (53M (0)—Bl0rashos. 


HO rat Dia, 


Bla)=B(0)ch ar+ 
Ti (2)=M (0) oh az+B (0) 0:shaz+(M (231, 
donde en este caso los factores de carga [9 (2)1, [37 (2)1, 18 (2)1 y [37 (2)) tienen 
Jos valores siguientes: 

[Sha (2—a—«a (zo, 


lpa= iz 
(1 (91=—L (cha (201), e4) 


(2 m=t shaír—0, 


Pie]=Lcha (ra). 


200584 


Los factores de carga (24) se tienen solamente en cuenta cuando > a. 

De acuerdo con las condiciones de fijación del extremo izquierdo de Ía barra 

$ (0) = B (0) = 0. Los parámetros de origen restantes M7 (0) y M (0) se hallan 

e ordlolames en el Extremo derecho: Y (0 == B (8) = 0. De acuerdo con el 

rimer y texer renglones de Jas fórmulas (2) y teniendo en cuenta las (24) escri- 
mos: 


M0) A) E e 
e (bala) — pg has 00, 


TO 


daras ia 


de donde 
—1,33 KN «cm, 


) =—5.34kN-c1n. 


Toe (Gr 


Los diagramas q, M, 8 y M están representados en la Sig. da 
5.104. La tensión normal má: wentra en la sección y = a junto 
'41 borde del ala (véase el diagrama w en la figura 

en la solución del problema 5.103) 


ad 
9 Pmóx (9,77, =180,0 MP9 
au máx Ja mes 16% 
yd 
ad la tensión tangencial máxima en la torsión libre 
junto al extremo derecho de la barra es 
Y p.n 
e Mmox ” 

Para el problema 5.104 Toax E ta 155 MPA, 


La tensión tangencial en la torsión restringida es 


Forde 


Puesto que £= const 


Del diagrama M hallamos Mg, = 10,68 kN-cm en la sección x= a, H 
ciendo nso del diagrama w construimos el diagrama S «o de (véase la figura). Obr 
tenemos 0 o ds), ,¿= 18 050 en el contro del ala, El diagrama 7 tiene la 


misma expresión. La tensión máxima es Tmáx = 8,3 MPa. 

5.105. Indicación. En este caso q (0) = M (0) =0. Para determinar B (0) 
y M (0) es necesario utilizar condiciones análogas en el extremo derecho: y (Y) = 
= A (1) =0. Los diagramas están representados en la respuesta. 
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5.106. Determinamos la posición del centro de flexión 
SS De a E de 3-19 el 
rs 


Construimos el diagrama de las áreas sectoriales dobles w (véase la fig. a). Luego 
calculamos el momento de inercia sectorial Ja = | was. Aquís es lacoorde- 


E 
PESE 
Para el problema 5.106 


nada corriente de la sección. Del diagrama (o obtenemos mediante la regla do 
Vereschaguio 


Jumt j o ds= 0,485 (E 5.04 


EA 0052) 5400 cm, 


El «momento de inercia» de la sección en el caso de torsión libre es 


l=+ Y et PM4+2)= Fo. (20-+2+40) =0,085 cm. 
La característica de la sección es 
a Y ENE Y TITO BNEAAR 2,4405 cm. 
El bimomento 2 (2) se calcula por el tercer renglón de las fórmulas (23) (pág. 305): 
= L 
B (2) BHO) ch +10) Le sh ar + [ma -0]. es 


El valor inicial M7 (0) del momento de la torsión restringida en el caso presente 


de empotramiento rígido es igual al momento torsor total: M7 (0) = —L. Para 
terminar el otro parámetro de origen, 8 (0), partimos de la condición en el 
extremo derecho de la barra B (1) == (1; de la ecuación (25) obtenemos 


L _shal—shaa 


dei ROT 


El diagrama de los bimomentos E (+) está representado en la fig. b. La ten- 
sión máxima es 


Boáx 


Oax = 7 Omáx=111 MPa, 


20+ 307 


5.107. Construimos los diagramas MH y 2 de las componentes del momento 
torsor correspondientes a las torsiones libre y restringida. Considerando 47 (0) = 
"0, obtenemos por medio de las fórmulas (23) y tomando en consideración las 
ecuaciones (24) 


() =—1A shar +1 (char — 1) —£ [cha (2— a) — 4), 
He) =—L chaz + LA shaz + £ [cha (<— a)i, 


donde 


sh al—sh 04” 


AA 


Los miembros que tienen corebetes se toman en consideración solamente cuan= 
do => 100 cm. 


Los diagramas 21 (<) y M (2) están representados cn la fig. a. La tensión 
máxima en la torsión libre es Tjgx = Munaxt/Stor = 0,0 MPa. 


1=100Nm 


¡ELLA 


HN 


| 
Piagrema 


fods 


A 5 


Para ol problema 5407 


Luego utilizando el diagrama o (fig. a de la solución del problema 5.406) 
$ ide tieno la 


construimos el diagrama | ode (fig. 9). El diagrama 


A M, 
misma expresión, Toga (Joa), 3,5 MPa. 

5.108. Por las fórmulas (23) (pág. 305) la expresión del bimomento tiene 
la forma: B (2) = B (0) + M (0) 2 + [8 (z — a)), donde B (0) = La, M (0) = 
= =—L, Por fiado: B de 4 La de hs «y [L (zx — a)]. Como se ve, cuando 
2 > 0.8.4) = 0, El diagrama 8 (2) tiene da forma de un triángulo con base a, 
<s decir, “obtenemos casi lo mismo que lo obtenido en la solución exacta (fig. d 
para la solución del problema 5.406). 


B, 
La tensión máximo 0S Oy Op4x =115 MPa. Este valor supera 
"e 


la tensión obtenida en lo soñución (111 MPa) solamente en un 4%. 
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5.110. Aplicamos en el punto C una fuerza vertical igual a 1 (véase la Sigur 
+0). Determinando las reacciones en los apoyos y luego las fuerzas de interacción 
en las articulaciones A, B y C (véase la solución del problema 4.24, 42), cons- 
truimos el diagrama M «unitario». En este caso las expresiones de M en los tra= 
mos AC y BC de la estructura tienen respectivamente la forma 


Mt9)=5 (sen q,— 14c0s 0, 
(26) 
M7 (qa) =-< (sen qa—1400s qa). 


Empleamos la fórmula de Mobr. En los tramos 4D FB electuamos.el cálculo 
según Vereschaguin. Obtenemos 


ms “e 
A A 
0 0 


Aquí o, y (0, son las áreas del diagrama 37 (véase la fig. » en do solución del 
problema 424, 42): 


zontal x, 
caso la 


== 0,320LP (EJ). 

5.111. a) En vez de determinar por separado 
los desplazamientos de los puntos C y G es cómo- 
do, en nuestro caso, aplicar una carga unitaria 
en' forma de dos fuerzas, como está indicado en 
la fig. a. En la misma figura está representado 
el diagrama de momentos correspondiente, «Muitiplicando» este 
diagrama debido a la carga (fig. 2) obtenemos el acercamiento i 


Para el problema 5.111 
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puntos C y G producido por la acción de la carga 
A 2 1 _ 047Pa 
8063 Poo) (0m0)2 37. 

b) Del misuo modo se determina el ángulo de giro mutuo, pero en vez de 
fuerzas iguales a 1 se aplican momentos iguales a 1. El estado «unitario» está 
representado en ln fig. - Multplicando el diagrama unitario por el diagrama 
debido a la carga (fig. 1) obtendremos el ángulo de giro incógnito 
Par 
2EJ » 

5.118. Trazamos las reacciones en los apoyos tomando sus direcciones arbji- 
trariamente (fig. «). Tenemos seis incógni , por consiguiente, el sistema es 


den= (Pao) 


Para el prohlema 5.118 


tres veces estáticamente indeterminado. Escribimos el sistema de ecuaciones 
canónicas correspondiente 
Xbn+ XX 9813410 =0, 
Xy011 + Xo020 + X 4093 + B2p=0, en 
Xib01+ Hobo + Xad39 + 899 =0. 


Los coeficientes 6,1 y los miembros libres A;p-de las ecuaciones canónicas 
se calculan por la fórmula de Mohr: 


donde 47, es el momento flector corriente en el sistema principal debido:9 Xy 
Ma es el momento flector corriente en el sistema principal dobido a Xa 
Mp es el momento flector corriente en el sistema principal debido a la carga dada. 
Suponemos que las incóguitas sobrantes son las reacelones en el apoyo ie 
quierdo: las fuerzas X, X- Y el momento X;. Al rechazar las ligaduras torres” 
Pondientes a las incógnitas demás, obtendremos el sistema principal (Hg. D)- 
Aplicamos al sistema principal la carga dado P (fig. e), así como la 
unitarias (figs. d, e, f) y constraimos los diagramas Mp, M,, Ma y Ma; luego 
calculamos los coeficientes y los miembros libres de Tas ecuaciones canónicas 
e 
(véase las fórmulas (28). Obtenemos, por ejemplo, Ayp = | EAS y ml 


cálculo_se efectúa según Vereschaguin. «Multiplicando» entre sí los diagramas 
M, y Mp. obtenemos 


Eldyp== aPara= te 


«Multiplicando» el diagrama M7, por sí mismo, hallamos 


Elbn= | Mi dela va 


aj 2at.a—=2,47 0%. 


Resolviendo el sistema de ecuaciones canónicas (27) determinamos las 
magnitudes de las incógnitas sobrantes X, = —0,204P, Xy =0,417P, Xy = 
=6,071Pa. La dirección de X, es contraria a la supuesta. 

“Ahora mediante las ecuaciones de equilibrio hallamos las reacciones en el 
apoyo derecho. Todas las reacciones están representadas en la fig. £. Luego a 
partir de los apoyos construimos los diagramas M, Q y N (Bigs. hs ls N. 

5.119. Según el número de reacciones en los apoyos el sistema es una vez 
estáticamente indeterminado. Consideramos que la incógnita libre X, es la reac- 
ción horizontal en el apoyo izquierdo (véase la fig. a). Por consiguiento, el siste- 
ma principal (li, b) posee aquí un apoyo móvil. 

"Aplicando al sistema principal la carga dada q determinamos las reacciones 
en los apoyos y construimos el diagrama Mp (fig. c). La magnitud Mp = Mp (9) 
en una sección arbitraria C de la parte curvilínca de la estructura, que so deter- 
mina por el ángulo vaciablo p, es igual a 


Mp = (1a/4)-CD = (galá) (a — a cos q). 


De este modo consideramos positivo el momento flector que provoca com- 
presión de las fibras de la estructura dispuestas por su lado exterior (lo indica- 
mos en la fig. a con línea de trazas). 

Si cargamos el sistema principal con una fuerza unitaria X, =1 (fig. % 
se obtiene M, (q) = —1-e sen q; ahora están comprimidas Jas Jibras del lado 


su 


interior de ln estr 
(28) se calcula el miembro 


tura. POr eso pontmos el signo menos. Según las fórmulas 
íbre A,p y el coeficiente 5, de la ecuación canónica 
Xibn + Ayp =0. 


Para la parte curvilínea de la estructura hacemos analíticamente la integración, 
en las otras partes empleamos la regla de Vereschaguin. Empleando la división 
mostrada en la fig. e con línea de puntos, obtenemos 


ae 
Bl-brp= | MMpdr= | (asen) (LE) ta—a cos 9 x 
» 0 


a gt 2 


E $ =—0,709Yat; 


“e 
El by= $ My dr $ asen papa E a 2,1200. 
3 


De aquí X, == —Ayp/61 = 0,335 qa, 
De la condición de equilibrio de la estructura hallamos la segunda reacción 
horizontal 0,665qa (fig. e) y las dos reacciones verticales. 
Compouemos la expresión definitiva del momento flector: 
para la estructura curvilínea 


M (9) = (qa/4) (a — a.cos q) — 0,335 qa- asen q; 


para el puntal derecho M (x) = 0, 
Por ostas ecuaciones está construido el 


Sistema 
principal 


Para el problema 5.119 
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5.20. Admitimos el sistema principal simétrico de dos articulaciones 
dig. a). Este sistema posee una ligadura libre, pero con esta carga bísimétrica 
(simétrica respecto ados ejes) es, como veremos más adelante estáticamente deter- 
minado. De este modo tomamos como incógnitas los momentos [lectores en las 

iones medias A y B de la estructura. A causa de la simetría ustos momentos 
, es decir, tenemos solamente una incógnita Jibre. Para su determi- 
nación componemos la ecuación canónica 


Xióy + B1p =0. 


Es preciso remarcar que aqui mos encontramos coñ la llamáda incógnita 
de bra Pero esto no influye al proceso de la solución. La magnitud A,p es la 
suma de los ángulos de giro mutuos en ambas articulaciones que surgen o o la 
acción de Ja carga exterior; 0,, es lo sismo, pero surgidos como resultado de la 
acción do los momentos unitarios X, =4. 


%=1 
» —+ 
1 
7 
E) 0) 


Para el problema 5.120 


Aplicamos las fuerzas P sobre el sistema principal (fig. 1). 
mitad del anillo (ig. e) escriblimos el momento lector en la sección arbitraria D 
del anillo 

Mp (9) = (1/2)-DK = (P:2) (1 — r cos q). 


Esta ecuación es justa dentro de los límites 0 < y < a/2 

Después cargamos el sistema principal con la carga unitaria X, =4 (fig. 4 
Exuminando la mitad del anillo (fig. +) vemos que las reacciones on las articul 
ciones son iguales a cero, los cargas se autoequilibran. Por consiguiente, el mo- 
mento ¡lector M, es en todos las secciones igual a —1. Introducimos el signo me= 
nos, porque el signo de 27, os contrario al de A1;,, tomado más arriba como posi- 


tvO. 
Mediante las fórmulas (25) (pág. 311) hallamos 


AE” 
Mide $ (trago _ 2n9 
E EJ EF? 
0 
¡ FpMpde 4 € PIO —r eos perda 17 
(FM e —rcos perdo _ 44 Ph 
o id ] ET Lp. 
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En la segunda expresión efectuamos la integración para una cuarta parte del 
auillo. poro el resultado se multiplica por cuatro. 

Mediante la ecuación canónica obtenemos X, = —A,p/Ó,, = 0,182Pr. 

Podemos construir ahora el diagrama definitivo M= Mp-+ M,X. Sustitu- 

do aquí los valores de Mp, NT, y de Xy, obtenemos M4 —0,315Pr — (Pe/2Jeoso. 

lor este ecuación construimos el diagrama M para una cuarta parte del anillo 

desde y=0Ú hasta q = 90” (fig. f). Las otras partes del diagrama las cons- 
truimos simétricamente. 

5,121. Dividimos la carga en simétri 
que la suma de estas cargas sea igual a la dada, La primera carga. la simétrica, 
Hrovoca solamente tracción en la parra inferior de la estructura (la Mexión de la 
Estructura, como resultado del alargamiento de esta barra, se desprecia). La 
ena: la antisimétrica, conduce a un problema una vez estáticamente inde- 
terminado. 


y antisimétrica (fig. a) de tal modo 


Para el problema 5.121 


"Tomamos el sistema principal simétrico con un corte vertical en el eje de 
simetría por arriba (fig. 5). En esta sección tenemos solamente la fuerza antisi- 
métrica X, (fig. c). Suponiendo que esta fuerza es igual a 1, construimos el dia- 


rama M, (ig. c). El diagrama Mp debido a la curga dada está representado en. 
a fig. d. Calculamos Ayp y 61, (véase las fórmulas (28) en la pág. 314) con ayuda 
de la rogla de Vereschaguin: 


De la ecuación canónica obtenemos X, = —Ajp/by, = 1,01 P. 
Construimos el diagrama definitivo de momentos M aplicando al sis 
lada Xy = 1,01P (véase la respus 


¡ena rubltartds Ma, Ma, y Ma para el sistema principal están representados en 
la fig. d. 

ÁL ¿multiplicar» los diagramas tendremos en cuenta la magnitud del rao- 
mento de inercia. Calculamos, por ejemplo, Ba: 


Ma_a2 2, 1 
7 A 3 


7 es 


EA? 


S= -2 hata 


js 
A 


el 


Calculamos análogamente los otros cooficientes. Hace falta remarcar que en este 
= 0, Resolviendo cl sistema de ecuaciones canó» 


uicas, hallamos X, =0,569P, X, =0,468P, Xa = —0,011 Pa. El diagrama de 
moméntos flectores definitivo lo obtendremos cargando el sistema principal con 
la carga exterior y las magnitudes halladas de X,, X, y Xa (fig. 2). 


FE 


Para ol problema 5.122 


5.123, Admitiendo el sistema principal articuludo (ig. a) 1), examinamos 
no elementos sometido u la acción de la carga (fig. »), Determinamos 
las reacciones A en las articulaciones mediante la ecuación do las proyecciones 
sobre la dirección de la fuerza P: P— 2R cos 60% =0, de donde R 


PS A 2 
YA ») 2 P9003 o 
) S , 
BÉ, Le) 
en 
1) ' R e) 


Para el problema 5.123 


El momento flector Mp en una sección arbitraria es Mp (1) = N (r — 
— y cos q) = Pr (1 — cos q). En el estado unitario (fig. e) el momento flector 
es M, = —4 en todas las secciones. 

1) El sistema es móvil, pero capaz de percibir estáticamente la carga dada. 
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ante ¡la fórmula de Mohr calculamos A, y $, (dentro de los límites 


q 
EJAjp= í My de= | (Ab Pr (1 cos rd 
e 


Pr, 


ar 


=/5 
ENS = [ma f 1 rd 
o 


De la ecuación canónica obtenemos el momento flector incógnito en las 
secciones A, B, ++ Xy = —Ayp/S, = 0,045Pr. Escribimos uhora la expre- 
'sión del momento flectoren una sección arbitraria 


« M=Mp+M,X, =Pr (1 — cos q) + (—-M1:0,045Pr = 
= (0,935 — tos q) Pr. Segím esta ecuación, cuando 
LA Ed q=0, M =—0.045Pr; cuando q=30% Mo 


=0,089Pr. Fl diagrama M está representado en la 


Para el problema 5.427 


en la forma represen 


tema principal obtenemos un diagrama simplo 1 
cando» este «diagrama por el de M debido a la carga exterior aplicada a la astruo- 
tura dada (vónse la fig. h en la solurión del problema 5.118), hallamos 


Elb= $ MM de 


solo triángulo. «Multipli- 


1 1 
L mm= et (man) 
y ema =p 0% 0mq—an) 


Le (Fo0s— 40.255) Pa=0.0505 Par. 


en el sentido de las 


5.131. Expresamos los ángulos 04 y Oy (con el signo 
¡ ientos de los extre- 


del reloj) por medio de las cargas y do los desplaza, 
:. Tenemos puro una viga simple?) 


Maty Mal, oh, Ap—Ay 
ETE 


US E HET 

Resolviendo estas ecuaciones respecto a Ma y M y, hallamos 
Ma =2EJ (204 + Op — Dp)/I— Lo (20 — a)/P, (9) 

My =2EJ (207 +04 — I)/— 20 (24 — D/A 


¿Aquí y es el ángulo de oblicuidad igual a y = (Sp — A/Y/l u es el á 
del diagrama M debido a la carga dada de la a dispuesta sobre apoyos arti- 
culados, « y b son las distancias entre el centro de gravedad de este diagrama y 
los apoyos (Véase la figura del problema). 

En la sección z la fuerza cortante es 


Ota=09 ia + Maa Le aL 044092 


1) Llámase viga simple a una viga con apoyos articulados en sus extre- 
mos. 
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onde 09 () es la fuerza cortante de la viga que descansa sobre apoyos asticu- 
los. 

5.132. Componemos-la ecuación de equilibrio de nudo 4 (véase la 
Expresauzós previamente los momentos en los apoyos de las barras con 
2 través de los desplazamientos por medio de las fórmulas (29)!). En el caso dado 
hay un solo desplazamiento incógnito, el ángulo 
8) de giro del nudo 1. Tenemos 


My = Ma =2:2:28,(2h) — 
— 2 (Ph%/2) (2h — 1)/Qhy* = 40,/h — Phi/á, 
=-—24-20,/h, 
2-1-20,/(2/) = 20,/». 


En la ecuación de equilibrio del mudo 1 
os los momentos Af, con el signo 
momentos M y, con el “signo menos: 
Mica — Mia Mica 2 0 6 40//h — Ph/á + 
+10, +:20,/h =$. De aquí. 0, = P19/40 
(cuando EJ, = 1) 
Sustitubendo nuevamente esto valor de 
0, en las expresiones de los momentos, ha 
famos — My, = —OPh/40, My, = —4PR/50, 
My-, = 2Ph/0, Los momentos en los extremos contrarios de las barras 
SON Mao, = —12Ph/40, M2, = 2PR/50, Maz == —PRI60. Los diagramas M 
están, feesentados en la (iz, 0. 
5.133. Con ayuda de la fórmula de Mohr determinamos la flecha 


Para cl problema 5432 


MM de Mor Mor dz 
00 | ES Me or 80 


a es la coordenada a lo largo del ejo de la barra. El momento flector (vénse la 
figura) es M = Pa = Prsen q. El momento torsor es Miyp = Pb =P (r— 
— reus q). 

En el caso de cargas unitarias los momentos se determinan del mismo modo, 
TM =1.rsen q, Mio; = Lu(r —r cos ). Considerando dz = rdp después de 


» 0,78P/2 | 0,35Pr3, 
efectuar la integración obtenemos 6= 77 —- li” 


sección circular Jtop =24. Cuando G =0,4E obtenemos en esto caso 5 == 
= 1,22Pr/(E)). 


. Siel voladizo es de 


2 y 
7 
o 
Para el problema 5.133 Para el problema 5.136 


5.136, En la figura del problema está representado un anillo de sección 
transversul rectangular, aunque se supone que la forma de la sección es arbiz 
Maria. Bl el problema 4.81 bemos obtenido M = ma, Mio = 0. Utilizando el 


1) Este método se llama método de desplazamientos. 


E 


de Mediante a fórmula de Mohr calculamos Ayp y Sy, (dentro de los límites 
le 30%: 
: ls 
EJAp= y TM, di= y (—D) Pr(1—cos q) rdg= —0,0235PF, 
E 


=p 
f rip. 
y 


De la ecuación canónica obtenemos el momento flector incógnito en las 
secciones A, B, >.) Xy = —21p/d, = 0,045Pr, Escribimos ahora la expre- 
'sión del” momento flectoren una sección arbitraria 
A M=Mp+M,X, =Pr (1 — cos q) + (-4):0,045Pr = 
= (0,935 — tos q) Pr. Segím esta ecuación, cuando 
CT 9=0, M=—0045Pr; cuando q =30% MM 
= 0,089Pr, El diagrama M está representado en la 
respuesta. 


120. 6) Indicación, Descomponer lo carga en 
la simétrico y la antisimótri 
5.127 5.127. Aplicamos la fuerza 1 en la dirección del 
desplazamiento incógnito al sistema principal elegido 
en la figura; con este siw- 
tema priucipal obtenemos un diagrama simpll 1 solo triángulo. «Multipli- 
cando» este diagrama por el de M debido a la carga exterior aplicada a la estruc» 
tura dada (véase la fig, h en la solución del problema 5.118), hallamos 


Para el probl 


Est | MM dz == emm Fm 


E A o215) Pa=0.0505 Pat 
=$ e (0.0085 0,215) Pa=0,0505 Pa, 
5.131. Expresamos los ángulos O, y 0 y (cow el signo -+- en el sentido de las 
agujas dol reloj) por medio de las cargas y de los desplazamientos de los oxtre- 
mos. Peaemos para una viga simple”) 
Mal cb a, 
HEHE 


as Mal Mpl 04 dp 


HET "EJE A 
Resolviendo estas ecuaciones respecto a Ma Y My, hallaraos 
Ma =2EJ (204 +01 — 39)/1— 20 (20 = 0/7, (29) 


My =2EJ (207 + 0, — I)/1— 20 (2a — D)/8. 


Aquí y es el ángulo de oblicuidad igual a y = (A, A4)J/l, so es el área 
del diasralas a7 debido a la carga dada de la viga Ets Abel poyos metio 
culados. a y 5 son las distancias entre el centro de gravedad de este diagrama y 
los apoyos (véase la figura del problema). 

'n la sección z la fuerza cortante es 


0 0 a + MEA 00h ta 09 004 +09 20, 


2) Llámase viga simple a una vige con apoyos articulados en sus extro- 
mos. 
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donde 0? (x) es la fuerza cortante de la viga que descansa sobre apoyos articu- 


5.132. Componemos la ecuación de equilibrio de uudo 1 (véase la fig. a). 
Expresamos previamente los momentos en los apoyos de las barras contiguas 
a través de los desplazamientos por medio de las fórmulas (29)!). En el caso dado 
hay un solo desplazamiento incógnito, el ángulo 
0, de giro del nudo 1. Tenemos 

Mya = Ma =22:20,/(01) — 

— 2 (PRO/2) (2h — M/2)? == 40,//h — Ph, 
Mys = My = —2:1-20,/4, 
Mya = Ma = 2120/02) = 28,/h. 

En la ecuación de equilibrio del nudo 4 


introducimos los momentos M., con el signo 
más, los ¡momentos Af con el signo menos: 
04) 


Mia 006 40,/h — Ph/S + 
17 Yo De aquí” O, = Ph?/40 
) 


Sustituyendo nuevamente este valor de a 
Brea recalca 1 los, incite, Js POE DINA AN 
lamos My, = —GPh/40, My-y = —4PR/4O, 
Mies = 2PR/%0, Los momentos en los extremos contrarios de las barras 


som My, = —12PR/40, Mp, = 2Pn/40, Mus == —Ph/40. Los diagramas M 
tán representados en la fig, D. 
5.133. Con ayuda de la fórmula de Mohr determinamos la flecha 
( MM de Mor Mor de 
0 A MU, 0) 


de la barra. El momento flector (vónse la 


es la coordenada a lo largo del 
momento torsor es Mor = Pb =P (r— 


Eigura) es M= Pa = Prom y. 
— reos q). 

En el caso de cargas unitarias los momentos se determinan del mismo modo, 
M1 .r 50m p, Mio =1+(r—r cos q). Considerando dx =< rdp después de 

O78PP , 035Pr. a 

e rar” + Sel voladizo esde 
secolón circular Jtop =2/. Cuando G= 0,42 obtenemos en esto caso 6 = 
=1,2PP/(E)). 


Para el problema 5.133 Para el problema 5.136 


electuar la integración obtenemos 


5.136, En la figura del problema está representado un anillo de sccción 
transversal rectangular, aunque se supone que la forma de la sección es arbí- 


traria. En el problema 4.81 hemos obtenido M = ma, Mp = 0. Utilizando el 


1) Este método se llama método de desplazamientos. 
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método de Mohr, aplicamos al avillo dos momentos unitarios (véase la figura). 
Al aplicar la carga unitaria, las expresiones de los momentos flector y torsor 
tienen la forma M=0,5c08 9, Mar = —0,5 sen y (0 < p<n/2. 
lel'áXgulo 20 so delerialna mediante lo fórmula 
sl pa de, Mob (60) (vénse la solución del problema 
a 133). 

Las integrales deben ser tomadas por toda la 
longitud del anillo. Puesto que los diagramas son 
bisimétricos la integración puede efectuarse por 
una cuarta parte del anillo y multiplicar el resu 
tado qe 4. Ya que Mor =0, el segundo miem 
bro de la fórmula de Mohr se convierte en cepo. 
Obtenemos 


«e 
ma-0,5 cos q adi 
¿5 doma | eds empedo 
í 
La) 


o por consiguiente, 9 = ma?/(EJ), 
Para el problema 5.437 5.137. En la fig. a el aro está mostrado de lado, 
ú on proyección ortogonal sobre el plano perpendicular 

al plano del aro. Con línea de rayas está indicada 
la deformada del aro. Consideramos que los puntos de aplicación de los momen” 
tos exteriores son fijos, es decir, suponemos que en ellos se encuentran los apoyos. 
Determinamos la flecha máxima Smax del aro respecto a la línea de apoyo! 
Utilizando el método de Mohr, aplicamos en el punto medio del aro la fuerza 4 
(fig. 0). Obtenemos las reacciones en los apoyos iguales a 1/2. En la proyección 
axonométrica la carga unitaria está mostrada en la fig. c. La fuerza aplicada 1 
está compuesta de dos fuerzas iguales a 1/2 cada una. 

Los momentos [lector y torsor debidos a la carga dada se expresan 
=L sen q, Mtp = Lcos q. Los momentos debidos a la carga unitaria (y 
la solución del problema 4.82) son: M = —(a/4) (cos q — sen q), Mior == 
= (o) (sen y = cos p + 1). 

:gún la fórmula (30) (pág. 317) obtenemos 
na nj2 


Sma=Er | —L seo (cos pen yradp+ ¡7 ] (cos E 
, i 


Xx (—sen qucos p-+1) adp=0,285La* taz) y 


Cuando G == 0,4E y Stop = 2) )r ejemplo, cuando la sección es circular) 
e Oo e 
5.139. La flecha en el extremo del voladizo debida a la flexión de éste es 


iguala > (Véase el problema 5.1, 11). Pero la flecha debida a la torsión de la 


parte de viga es igual al producto del ángulo de giro E por la longitud del 
A". Pr 

voladizo. De este modo la flecha total incógnita es v= O 
"Teniendo en cuenta que G=0,4E, J = 2/12 y Jtor = Uat = 0.1404 (el 
valor de 0: == 0,14 fue tomado de los datos de la tabla. para la torsión de barras 

de sección rectangular), obtenemos 

Pp 
"ES 


4447,8)= ELA 
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5.140. La carga es simétrica. Por consiguiente, si el sistema principal gs 
simétrico, el problema tiene un grado de hiperestaticidad. Descomponemos le 
fuerza P en des fuerzas iguales (Tig. a) con un espacio pequeño entre los puntos 
de aplicación de las misas. En las secciones A y B entre las fuerzas se pueden 
suponer solamente momentos flectores. Aquí los momentos Lorsores y las fuerzas 
cortantes son iguales a cero a causa de la simotría de la carga respecto a la lí- 
nea AB. Consideramos que los momentos torsores en las secciones A y B como 
incógnita adicional X, del problema (fig. b); a causa de la antisimetría de la 
carga respecto a la línea CD, estos momentos son también antisimétricos, Los 
diagramas M7, Muros Y Mp Mpros ostán respectivamente representados en las 
gs. 3 y e. «Multiplicandos los diagramas, obtenemos 


1 Po 4 Po 
Mr to 


De la fig. 0 hallamos 


4 
Bp=2b:1 op 2420: 


y después 
xy — Din Dd data 
, 1 4 daa * 


donde ez = GJy0;/(£J). En la fig. d están representados los Jiagramas M y Mor 
el caso cuando b=a y 2=08. 


sia 


Para el problema 5.140 


5.141. A causa de la carga antisimótrica en las secciones medias A y B 
Jos momentos flectores son iguales a cero. Suponemos que las incógnitas adicio- 
nales X, son las fuerzas cortantes S en estas secciones (fig. a). Designamos los 
momentos torsores en las mismas secciones por 7. De la ecuación de equilibrio 
S-2a — 27 =0 hallamos 7 = Sa = Xya. 

'De este modo el problema se reduce a una incógnita X¡. Suponiendo que 


X, = 1 (fig. 3) construimos los diagramas M, y Mato (para una mitad del sistema 
principal). El diagrama 3 poe está representado en la fig. e. La maguitud Mp en 
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todas las secciones es igual a cero. «Multiplicando» los diagramas; obtenemos 
ap —2aLb2_ las 
rior Gor 
dee Be da 1 
Su=( e a a 2 d+ 
E A hab 
A Cra DO 


Cuando a = b (estructura cuadrada) y GI top = 0,BES (sección circular y 
e DE ohtenemos Xi = —Ayp/ó — 15L/(éha). En la respuesta están xe- 
presentados los diagramus Af y Mio de este caso. 


o E) 


Para ol problema 5.142 


5.142, A causa de la simetría de la carga tenemos solamente una incógnita 
adicional, el momento flector en la sección media, El sistema principal está 
indicado en la fig. a. Aplicamos a éste la carga dada (fig. b) y £o1 03 los 
diagramas Mp y Mptor- Aplicando la carga unitaria (fig. e), obtenemos los dia- 
gramas M, y Motor. «Multiplicando» los diagramas, hallamos 


LV3 1 YV3i_1 Y a): 
z g 2 Cito ET)” 


4 L 
as ici ie > sd 7. 


La 3 1 3 a 4 
d+ (Po oa) y E a 


b 4 
— (5420) 77 +09/2) 0/011000 


Cuando b == 2a y GJ¿7, =0,8EJ obtenemos X, = tl —LVY2, 
Los diagramas AM y Mio Para esto caso están representados en la fig d. 
nego táS. Dividiendo Ta < Casta, (ig. 0). obtenemos en la sección, media uma 
incógnita, momento tor Y ¡mponemos las ex] es y . 
En la fig. 0 ená moetrada ena salad del sistema priscipal ea el plans bajo To 
carga dada P/2. En una sección arbitraria p el momento flector es 


Mp 48m PO 


Eles igual al momento de la fuerza P/2 respecto al eje transversal s. El momento 
torsor es 


Mptor= + 10 a B0=Lh(a—acos o 


y es igual al momento de la fuerza P/2 respecto al eje longitudinal x (a la tangente 
al eje de la barra). 


Para el problema 5.43 


Escribimos análogamente M, y Mito; (véase la fig. e), el momento Slector 
(momento respecto al eje <) 4%, = —4-cos y y el momento torsor (momento res- 
pecto al eje x) Mtop = —1 -sen y. El signo menos del válor de 21, se debe a que 
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la dirección del momento 37, es contraria a la del momento Mp tomada arriba 


como positiva. 
calculamos el coeficiente 6,, y el miembro libre Ap de la ecuación canónica: 


MM p dz -M de 
— (Hato sorMprocds 
a 


1d 
2 cos q:Pa sen quad y +31 —sen q-Pa (1 —cos 9)-a do _ 
2EJ á a tor 


x 
=2 


0 


Par 4 
lara sd 
Midz Mitos de 
A 
a cost puedo ef sentgado _ na (1 1 
E Eldar): 


Si la presión » circular y G=0,4E, es decir, cuando G/tor=0,8EJ, Ajp= 


, ES y X= Am LL 0/918Pa. 


Componemos las expresiones corrientes de M y Mor de los momentos floctor 
y torser:; 


ES asen p—cos q-0,38Pa, 


Mtor=Mpror-+ MirorXa ==> (1 —cos q)—sen q:0,348Pa, 


ecuaciones construimos los diagramas M y Mtor (ligs. de e). 
Dividiendo la carga, en las secciones (fig. a), de acuerdo con la con- 
tenemos solamente las fuerzas transversales S y los 
:"Designemos 5 mediante X,, es decir, consideramos la 
poa” transversal como una incógnita libre. Según la condición de equilibrio 
Xi Za = 21, de donde 7 = X,-a. Suponiendo que X, = 1 (fig. 5), obtenemos 


M,_=0snq—1-asnq=0, 
Mitos = —1 (a — a cos 9) — acos p= —a, 


De la carga exterior dada (fig. c) tenemos 


Mp8, Mor PL, 


Obtenemos (véase las fórmulas (31)): 


" 

Ha $ E sengi—a)ado= —Á_ 
25 

buno | eado= 

X,=—Aypfiy, Lito) =0318L/0. 


Escribimos las expresiones de M y Mport 


Lcos 9 


M=MpAMiX == 


y Mior=Mpror + MutorX, = Lao arar, 


Con ayuda de estas ecuaciones construimos los diagramas M y Mia (lig. d y7e). 
Notemos que ¿MM:pr/d4 = M (esto es siempre justo cuando no existen momentos 
torsores distribuidos (véase el problema 4.84)). 


ol problema 5.144 


5.146, 2. Indicación. Dividir la carga en simétrica y antisimétrica, 
3.147: a) Para las condiciones dadas el problema es estáticamente deter- 
minado, La fuerza longitudinal N cambia a Jo largo de cada barra linealmente. 
Por eso los diagramas de N se construyen de 
acuerdo con los valores de las erdenadas 
oxtremas (véase la figura), las cuales se 
definen por las cargas en los nudos o par 
los esfuerzos en las barras de apoyo. El 
esfuerzo tangencial lineal q entre la barra 
y la pared es igual a la tangente del ángulo 
del diagrama Np respecto 


de inclinaci. 
a lo barra, 
b) El sistema tiene dos grados de 
hiperestaticidad. El sistema básico lo for- 
mamos cortando la pared a lo largo del re- 
cuadro en dos pares de campos adyacentes 
(fig. a); las incógnitas libres X, y X,serán Para el problema 5:447(a) 
los esfuerzos, tangenciales lineales 4 “en los 
cortes. Las figuras 5, c, d muestran los dia- a 
gramas Np, Ny J Y, en las barras, así como las magnitudes gp, 41, 9, en las 
paredes (encerrados en círculos). 
Los coeficientes y los miembros libres de les ecuaciones canónicas se calcu- 
lan por medio de las fórmulas de Mobr (se supone que las paredes ne pierden su 
estabilidad). Por ejemplo, 
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Aquí £ es el espesor de la pared; 1 y 7, la longitud y el área de la sección de la 
barra, £ y G, los módulos de elasticidad. La primera suma se extiende a todas las 
barras, la segunda, a todas las paredes. 

Cuando h = 26, F= bt y G=0£ obtenemos X, = —0,038P/b, Xa 
= —300P/b, Los diagramas N y los valores de g están representados en la fig. e. 


po lr 


bdo añ, Ro 
Para ol problema 5.147(b) 


5.148. Partiendo del principio de Ritz, escribimos la condición de equilibrio 
de la viga en la formo 


69=0, $ (U + V) =0, Y) 


Qotencial total del sistema; Y, La enorgía potencial debida 
tencial de la carga oxterior. 

Introducimos dos elementos finitos de longitud a == 1/2 con los nudos 1, 

2 y 3 representados en la figura para el problema. Modiunte s = 2/a designamos 

la coordenada adimensional que so lee a partír del extremo izquierdo de cada 

elemento. Como coordenadas generalizadas tomamos g,, 9, que son la flecha y el 

ángulo de giro en el mudo 7, qa, 24, en eljmudo 2, q2 Y qu, en el pudo 4, 
Supongamos que la expresión general para la flecha en los límites del ele- 


mento finito es 
P=9%u + Iin + 907 + 9er e) 


donde gu ques som el desplazamiento y, el ángulo de giro rforentos al extremo 
inquiesdo del elemento; 97 y ay, el desplazamiento y el ángulo de giro reo- 
rentes al extremo derecho del clemento. 
¿En el caso de una. viga con extremos empotrados se tendrá q, == 92 = ds = 
gu O Para primer elemento obtenemos la Mecha iguala da E Pe Y 
; Para el segundo, 03-3 = 919 . AQUÍ 9, + son las Ha- 
a A 6 
2138428, D=a(—2840) 
d= 3928, A=2a(-4+. 6) 


En la resolución del problema 7,73 (véase más adelante) se muestra que estas 
funciones responden a la expresión general de la flecha del tipo 


p=a (o + as + + a). 


E97 


Determinamos la energía potencial debida a la deformación del elemento 42; 
1 


az | es 4) 


las comillas significan la diferenciación respecto a s. Hallamos (véase también 
la solución del problema 7. me 


UE (1208 —120.9+4D, (5) 
o en la forma matricial 


Y, -— UK, (0) 


donde K,., es la matriz de rigidez del elemento 1—2 
2-2, o 
q es el vector columna con las coordenadas gs, 24 Y 9” es el vector transpuesto: 
[2]. d=l0 0). 
Examinando el elemento 2—3 obtenemos la matriz de rigidez en la forma 
Pi o 


Sumando las expresiones (7) y (8) obtenemos la energía potencial total de de- 
formación en la forma 


uE dr, k=[% 2]. o 
La variación de U será igual a 
SU =ag" Ez Kg 10) 


Definamos a continuación la Era del potencial de la carga exterior, numé- 
camente Igual al trabajo do lan fuersas generalizadas Op, Qs en los desplaza 
mientos 4 y q. Según las fórmulas (3) cuando s =1 93 —=1 y 9, 

la carga es estática, la variación del potencial de las fuerzas ¿xternas 


¡ndo 
Anal 


Vet, 


El método de Ritz, de acuerdo con la expresión (1), conduce (cuando a = 1/2) a 


relación 
| 8EJ 52 0 a 
[E ¿I.)]- +Lo ])-o q 


Ya que las variaciones 89” son arbitrarias hallamos la flecha en la sección media: 


93 = vlila = PP/A92E)). (12) 
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Esta expresión coincide con la solución exacta conocida, Esto se debe a que la 

resión tomada para la flecha en cada uno de los elementos finitos coincido 
con la línea elástica real. Hagamos constar que el problema dado es, en prin= 
sipio, estáticamente indeterminado y que el método de los elementos finitos 
corresponde aquí al conocido, en la teoría de las estructuras, mótado de despla- 
zamientos. 

5.149. La solución se obtieno análogamente a la del problema 5.148, Como 
está mostrado detalladamente en la solución del problema 7.73 (vénse más ade- 
lante) la expresión de la flecha, en el caso de una viga con apoyos articulados 
en los extremos, tendrá el aspecto final: para el primer elemento finito 0,-. = 
= Da + Dg, para el segundo elemento Uy=y — Ios + 9394, donde las nue- 
vas funciones hermitianas son 


quinto, 


y) 


a energía potencial de deformación del sistema resulta (véase el problema 7.73) 
al a 


U= Er Kar a 
Las matricos de rigidez para el primer y segundo elementos serán: 
Kam[_3 75]. so =[3 3). 5) 
La matriz total tiene la forma 
-[5 2) o 


La variación del potencial de la carga externa cs igual u 
Am pe 
rol). 


Según el método de Ritz cuando $ (U + V) = 0, 


SEJ Ed 
——M=P Y M=gg— vta 0) 


Este valor de q, coincide con el exacto. Y aquí se comprueba fácilmente que la 
línea elástica tomada por.nosotros con ayuda de las funciones 93, 92 corresponde 
a la verdadera. 
5.150. Utilizamos las soluciones de los problemas 5.148 y 5.149. Para la 
mitad izquierda de la viga (como en el problema 5.148) 
3 —3 
Ka ¡e ay 15) 


para la segunda mitad (como en el problema 5.149) 


12 6 


Ka=| 6 4]- (2) 


La matriz total de rigidez tiene la forma 


45 3 
a[% 3]. 10) 


La fuerza generalizada correspondiente a la coordenada q, es igual a P; la fuerza 
correspondiente a q, no existe. 
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Por consiguiente, llegamos a la ecuación 


seras 37[% T_1r2 
an La 7 Es, -+[5]- pl 
En este caso deben cumplirse dos ignaldades: 
y 1 
4El (sm +34 0) 


3q3+7 Es q=0. (6) 


(5) 


De aquí hallamos los valores de ga =011/, Y q = 0 | 1/ar Citados en la respuesta, 


$ ul 
Para ol probloma 5451 


5.151. Repitiendo los cálculos del problema 5.148, obtenemos la expresión 
de la flecha 


v= Is + De 0) 
La onergía potencial de la deformación es igual a 
EJ 
Uy 0 Ka 0) 
La matriz de rigidez es igual a 
2 — 
x=[% 24) o) 
La ecuación completa es 
Biz —671 a7_41r0 
o TL ]=7 Lar): 6) 
De aquí ballamos 
EJ 
1294 —lgu=0, 7 (— 09H 40) = Mo» 


Tomando como ejemplo los valores EJ. 1 y Ma, indicados.en e] problema, obte- 
hemos con ayuda del trazador de gráficos de una ordenadora los diagramas re- 
presentados en la figuro. 


327 


CAPITULO 6 


RESISTENCIA COMPUESTA 


6.1. La sección más peligrosa de la viga coincide con la del empotramiento. 
Aquí Jos momentes fectores son M, = Pl cos a=3,12 KN «m, My=P! sen a= 
=1, «2. 

Las tensiones normales en las fibras exteriores debidas a estos momentos 


son 
0 =M/Wy = 232,5 MPa, 0y = EM,/W, = 456,2 MPa. 
Las tensiones sumarias en les ángulos de la sección más peligrosa son 
0,=88,7 MPa, 0, =-—23,7 MPa, 0, =—88,7 MPa, 0, =23,7 MPa. 
Las flechas en dirección de los ejes =, y son 


Pl cosa 


—0,675 cm, oy —2h0082 0,180 cm. 


La flecha total es 
v=V Fo =0,687 om. 
6 


. El momento méximo es M4, = 91/85 =5kN-m, La posición de la 
neutral se determina por su inclinación respecto al eje za un ángulo a; 


Y 
aji tgp=5,5;  a=1,80 rad. 
eto 


La construcción de la línea neutral muestra que los 
juntos 1 y 2 son los de mayor peligro, Calculamos 
la coordenadas de estos puntos: 


2 =p 500 9 + 009 p=9,0 em. 


n= Ecos 9—L sm p=6,8 cm. 


E 
La tensión máxima es 
Pera ol problema 6.5 máx = Migas (ESG EGO) 420 MPA. 
- 0 
La flecha en la dirección negativa del eje y es 


La flecha total es igual a f = fy/cos a = 0,0833 cm. 
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6.8. El momento ilector máximo (en la sección media del tramo) es. Maz = 
<qlP/8 =10 kN. 
Los momentos flectóres máximos en los planos principales de la viga son: 


My => Myggx cos (1/6) = 8,66 KN =1m; My = Mag sen (1/6) = 5 kN=m.. 
Los módulos resistentes se definen de la condición [0] = M./W + M/Wy. 
Cuando actúa solamente M, el módulo resistente necesario es 
W, = Mullo] = 54 cu, 
que corresponde al perfil en U N? 12 (véase la tabla en la pag. 468). Cuando actúa: 
solamente M, el módulo resistente necesario es 
W, = Myllo] = 31,2 cm? 
Gpe corresponde al perfil en U N* 24. De este modo el número del, perfil'en U" 
lebe ser mayor que el 


1 24. 
Elegimos el perfil en U N* 27 para el cual W, = 308.cm* y W, = 37,3:cmm9.. 
Comprobamos: 


0= MW, + M¿/W, = 160 MPa = (0). 


La condición de resistencia se eumple, 
6.9. De la condición M,/W + My/W, = lo), donde W¿ = 1%*/6 y W, = 


= k0*/6 se deduce que 
3/ BMP 0Myk 
qe VEZ. 


2/BUTME 
El área de la sección de la barra es Pam / PUR 


El peso mínimo de la barra corresponde al valor mínimo del área de la sec- 
ción F. De la condición de mínimo dF/dk = 0 se encuentra: l = h/b = M,/My= 
6.10. De la ecuación de la flecha en el extremo 


» 
Preosayi, (Prena 
A) % 
hallamos el área de la sección de la viga A CNA) 
pe) Pra sta) ge 
Y TÍ 


De la condición dF/9k =0 hallamos + =1/V ig a. 
6.13. En el roctángulo de ínercia trazamos el 
segmento G'K igual al segmento GX. Trazamos la 
recta G'HI paralela a la diagonal AC del rectán- 
¡lo de inercia, Dibujamos una recta a través de 2 cP 
(os puntos O y /Y. Esta recta es la línea neutral 
correspondiente a la línea de carga GO. La direc- Para el problema 6.13 
ción de la flecha coincide con la dirección de la 
recta OV perpendicular a OH. 
6.15. La condición de resistencia en el caso de tracción excéntrica es 


P YpY y Zoz 
mE] <to. 


En este caso yp = 0, sp = 0/4, 2 = 0/2, 3 = b%/12 obtenemos 5P/(201) < loP 
de donde 


5 P 
> or em 
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6,19. El momento flector en la sección debilitada es 4f = Pz: 
«l módulo resistente en la sección dobilitada son F=(> — 2) £, W 
Las tensiones máximas en la sección debilitada se igualan a la al 


? PAGS 
ati) +25 mm. 


LM 
Fw 


6,20, La tensión en la sección no debilitada es y = 
de la banda debilitada por arista hueca la carga se tran: 
cidad e = a/2 = 0,5 em. Tenemos tracción con flexión; 


MPa. En la sección 
con una excentri- 
111 MPa, por con- 


siguiente, la tensión aumentó en un 1225 400 = 48%. 
6,26. Si la carga se transmite centralmente, entonces sería suficiente wn 
área de la sección / = P/Jol = 15,8 emi. Teniendo en cuenta la existencia de 


la Hexión tomamos aproximadamente el perfil en U N* 24: F = 30,6 cm? 

El grosor necesario de la banda £ = P/(b [o)) = 0,05 cm, Tenemos e; 
sr o 0242 =6 80m 01 +22 44 + 
+ 0132 = 2,74 cm. Los tensiones en las fibras extromos son 


Po Pa Pp _P. 

e MPa, pq 146 MPa. 
condición de resistencia se cumple, 

. Las tensiones máximas se encuentran en la sección de empotramiento 
N_M 


FW 
El ángulo a, se halla de la condición 


=Pcoa, M=Pisena, 


cosa sena], 
2 


do 7 
163 (sen a. +2 cosa) 
«e donde tg 2, = Gl/a. Por consiguiente, 
__P cosa 
“== 


6.39.'El área y el módulo resistente de la sección 44 son: 
Paddy = 118 ca; Di (dd, —ag0p) =28,55 cun; 
A 


d=d—2; d=d,—2 
El momento. Hlector'en la sección AB: M= Pjb + P, (a +1) == 37,5 KN «m. 
Las tensiones máximas de compresión son: o =—P,/F — MIW= 


== —1098 MPa. 

6.46. A través del punto de aplicación de P trazamos las rectas PP” y PP* 
paralelas correspondientemente a los ejes de coordenadas x e y hasta la inter- 
sección con los lados AB y BC del rectángulo de inercia, Trazamos las rectas 
E: K y P'L y maréamos los puntos de intersección M y IN con los ejes x e y. 
Trazamos la recta BM hasta la intersección con el eje y y la recta BWV hasta la 
intorsección con el eje z. Los segmentos OS y OR son iguales a los segmentos cor- 
ados por la línea neutral en los ejes x € y: OS = —12/2p = a, OR = ¡/yp = ho 
Por consiguiente, la recta SR es también la línea neutral buscada. 

6-45, Construimos el rectángulo de inercia ABCD: ¿y =h/V 12 = 2,89 om, 
iy =»/V 12 = 1,73 cm. Suponiendo que la fuerza actúa en el ángulo P de la 
stcción rectongular dada, construimos la línea neutral SR como se indica en la 
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solución del problema 0.44: Los puntes 1 y P” los definimos como puntos de 
intersección de las prolongaciones de los lados del rectángulo de inercia con el 
contorno de la sección. La línea SA representa uno de los lados del núclco de la 
sección. Por analogía se construyen los lados restantes del núcleo. Como resul- 
tado obtenemos un núcleo en forma de rombo con semidiagonales ez = 1-00, 
y =1,67 om. 


Para el problema 0.44 Para el problema 6.45 


6.46. Los diagramas de distribución de las tensiones normales a lo alto de 
la sección de la barra en sus estados límites están representados en la figura. 
El diagrama « corresponde a la acción, en la sección de la viga, de la fuerza lon= 

itudinal de fluencia N¿y y el diagrama 6 al momento flector de fluencia Mp 
le estos diagramas se deduce: 


Noni, Ma ob. 


El disqrama e corresponde a la acción simultánea del momento flector y do la 
fuerza longitudinal A”. Si el diagrama e se representa cono la suma de los dingra- 


0) e o 4 y 
Para el problema 6.46 


mas d y e, el primero de los cuales corresponde a la fuerza N y el segundo, al mo- 
mento M, entonces se puede escribir: 
h 1 
0) (5+2) 3=am[— 


N=op2b=Nn E, M=2000 ( 


Eliminando de las últimas dos fórmulas 2a/5, obtenemos 
M/Mp = 1 — (NIN po, 
Es evidente que los momentos, M1 y 2£(1tlenen Jos mismos signos. 
hi 


6.47. El apecta general del diagrama de distribución de las tensiones nor- 
males a lo alto de la sección de la barra circular en su estado límite está mostrado 


5) 


Para el problema 6.47 


en la fig. a. Dividimes el diagrama a en dos: d y e, el primero de los cuales 
rresponde a la fuerza N y el segundo, al momento A1. En base a estos diagramas 
podemos escribir: 


No op (rr/4 —2F4),  M= 201 PaY0s 


donde 
” Ar sen o 
Pam (20—sen20), Va = zp dg > 
4 

Ya que Ni=aopr, Ma=h ope, entonces == á 
7 seno. 

6.52. De acuerdo con la tercera teoría de resistencia el momento reducido 
es igual a 

MU =V MEM =P Y FFd=4,7 kN-m. 
/ 32M], 

dá 4 mm. y Mea 

El diámetro del árbol es d' y e em. 


6.54. Los momentos reducidos según las cuatro teorías de resistencia son: 
Mira =0,5M140,5 Y MF Mio, =4,2 xN-m, 
MEy=0,35M1+0,05 Y ME Mio =1,3 kN -m, 

Mia =V MM), =4,5 kN-m, 
Miy=V M0 8M fo, =1,38 kN-m. 


El diámetro del árbol es 
2/ TH 
4. ax [0] 


Tenemos: dl =4,95 cm, Y =5,1 om, ¿1 =5,35 cm, 2'Y= 5,2 cm. 
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6.56. El área doble limitada por el contomo de la sección transversal es 
iguala Deont =2 PA 100=6 000 cm?. El momento de inercia de la sec” 


ción transversal es 


Ja=2.(6-201+-3-10)-42:0,5 (189 41074-1494-12) + 


+0,1:15%=12550 cmt, 


Las tensiones normal y tangencial en el revestimiento son 


0 E a ME 
01150 MPa, =p —00 MPa, 


Según la tercera teoría de resistencia la tensión reducida es 
oll= y TFR=82 MPa < lo]. 


0.58. Para la barra de sección circular 


ep (E) es (Eg moss ql 


Fo 

Para la barra de sección cuadrada 
11 56M, y2 Mir Y 49 MA 
co (3) + (ns) 0 


Aquí a es el lado de la sección cuadrada; d, el diámetro de la sección circular; 
Fes Y Foua, las áreas de las secciones circular y cuadrada. La comparación de 
Jas tensiones reducidas da: Fcua = 0,94F¡p. De este modo la barra de sección 
cuadrada es en un 6% más ligera que la circular. 

6.59. Para la barra de sección circular 


ES 
oa Y WMA Mio 
Para la barra de sección cuadrada 


o (+ (ms) 


. 
= Er 907 4-02M o, 


porque según la condición de igualdad de áreas Q= YE d; aquí a es el lado 


de la sección cuadrada; d, el diámetro de la sección circular. La comparación 
de las tensiones reducidas para las tensiones circular y cuadrada da 


Mi) By 
Mio ES 


De aquí se deduce que cuando Mp/Mtg < 1,71 la barra de sección circular es 
más resistente y cuando M¿/Myo, > 1,74 más resistente es la de sección cuadrada. 
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6.60. El momento torsor que trausmite el tramo de árbol dispuesto entre 

los ruedas dentadas, es Mypp = 71 620 N/n = 3,581 kN -m. Los esfuerzos cir= 

. 'Cunferenciales se determinan de la igualdad 

Mor = Par, = Parz. Obtenemos P,=60kN, 
PL 230 EN. 


Descoraponemos los esfuerzos circunferencialos 
en las componentes verticales y horizontales: 

Pyy =P, cos a, = 42,4 KN; 

Pay =P, sena, = 42,6 kN; 

Pay = P,005 0, = 25,9 KN; 
15 kN. 


Pa 


Pasamos los esfuerzos componentes al eje del 
árbol y construimos los diagramas de los momen- 
tos flectores separadamente para las fuerzas ver- 
1 tícales y horizontales. Las reacciones en los apoyos 
DA y los momentos flectores debidos a las fuerzas ver- 

ticales son: Ay=41,8 kN; By =26,5kN; M] = 
=4,8 k 7 


E 22, Las reacciones en los apoyos, 

a! Nectores debidos a las fuerzas horizontales son. 
Ay = 29,5 KN; Bn = —2,£ KN; MÍ = 2,95 KN -mi 
ME = 0,315 KN -m1, 

Los diagramas Mi y Mi, están representados 

YA en la figura. Los momentos flectores sumarios se 
hallan en las secciones características como las 

sumos geométricas de los momentos en los planos 

vertical y horizontal 


or] Í My Y (DEE) =5,1 kom, 
Ll M=V UNP+(M=4 kN-m. 

Para el problema 6.50 El diagrama de los momentos sumarios 

My está tam representado en la figura. 

Comparando este diagrama con el de los momentos torsores Mor 


hall 
mos la sección más peligrosa del árbol en el punto 7. El momento reducido en el 
punto 7 es, según la cuarta teoría de resistencia, igual a: 


MIX = MP 40,75M?,,=8 kN-m. 
Hallamos el diámetro del árbol 


Sustituimos en esta fórmula los datos iniciales y elevamos al cuadrado sus 
términos derecho e izquierdo. Rechazamos el signo de desigualdad. Resolviendo 
la ecuación obtenida por el método de pruebas hallamos d > 4.1 cm. 
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6.71. Según la tercera teoría de resistencia tenemos 
Py Mi 2 
(A (a) <es, 
de donde 4a? + 93 = a*. Mediante el método de pruebas hallamos a = 2,2 cm, 
6.72. Sin efectuar cálculos, construimos en una escala arbitraria los dia- 
panas de las fuerzas interiores O, N, Mz, IRA Mor en las secciones de la pa- 
ca y sacamos la conclusión de que la sección: más peligrosa está junto a la 
fijación del amortiguador (sección 4.4). Determinamos las fuerzas interiores 
en la sección más peligrosa: 
Q =P sen 0,698 = 51,5 kN; N =:;P cos 0,698 = 61,3 kN; 
Mz = P (1 — h;) sen 0,698 = 18,6 kN-m; 
My == Pe cos 0,698 = 12,3 KN +10; Myo = Pe sen 0,698 = 10,3 kN -m. 


Calculamos el área y los momentos de resistencia en la sección más: péli- 
grosa: 


P=2P+a—-20=225 cm, Wi= Pa (621) =78 cm, 


Wy= LE +01 (0—21)=03 cm, Wiop=2t (b—1) (a—1)=101 cm, 


La tensión normal máxima se encuentra en el punto angular de ln sección, 
donde se componen las tensiones normales debidas a NV, M y My. En este mismo 


A 
' 


80 


! 15,60, 
” a 2,80 307 
! 1] 
ll | ¡Poosce 728 
e 2 AN) 
a, CAN " 


Para el problema 6.72 Para el problema 6.73 


punto hay también una tensión tangencial debida a Miqr- Las tensiones tangen- 
Jíales en este punto debidas a Q pueden ser despreciadas. Calculamos: 


a= NIF = M/W; + M,/W, =460 MPa, 1= Mig/Wior = 94 MPa. 
Según la tercera teoría de resistencia la tensión reducida es 


El coeficiente de seguridad de la resistencia es n = 0,/0qu1 = 2 


6.73. Descomponemos la fuerza P en dos direcciones 
Py=Pcosa=564KN, Py=P sena =20,5 kN. 


Determinemos los esfuerzos NY en el vástago director 
N =Ncosf, N¿=Nsenf, Pic —Ne— Ne — Na = 


Pre 
Na 7 KN, NMi=1085 kN. 


El das de los momentos (lectores debido a la fuerza P, tiene la forma de 
un triángulo. Junto al apoyo superior el momento es Mp, = Pal = 18,5 kN «10, 
Las ordenadas de los di mas de los momentos flectores debidos a la fuerza P, 
en el tramo a partir de la rueda hasta la fijación del vástago director son cons- 
tantes Mp, = Pe = 18,46 KN »m. Junto al punto de fijación del vástago di- 
rector hay un salto del momento a causa de la fuerza N,: éste es igual a AMp, = 
= Nje = 1,18 kN -m. A lo largo del cilindro el diagrama Mp, es lineal, junto 
al apoyo superior Mp, =0. 

Los momentos torsores Mjpp son constantes: Mpoy = Pac = 3,075 kN -m. 
Para el cilindro la sceción de cálculo se encuentra junto al fondo superior, Aquí 
Mp, = 16,4 KN-"m, Mpz — 2,9 KN-"2. El momento sumario es 


Mm Y Mi FM, =46,7 kN«m. 
El área de la sección y el módulo resistente de la sección (p * d,/d) son: 


PLA 8 cm, 
We (1—y9)= 18,9 cm. 


Las tensiones normales debidas a la flexión son dy = M/W = 884 MPa, las 

debidas a la fuerza longitudinal son ay = —My/£ = 5,1 MPa. Las tensiones 
tangenciales debidas a la torsión sont 

= Mig: /2W = S1,4 MPa, La presión dentro del 

A cilindro es p == P,/F = 18,8 MPa. Las tensiones 

normales en las” secciones longitudinales del 

cilindro somo = pdmea/(Ltpqrea) = 118, MPa; 

En el punto peligroso vébrca 'd6*la superticio del 

UY cilindro a lo largo del eje del cilindro actúan ten- 

siones normales 0, == —889 MPa a lo largo de 

7 Ja tangente hacia Ja circunferencia “exterior de la 

sección, cy = 118 MPa y además las tensiones 

tangencialés += 81,4 M. Según la tercera teoría 

de resistencia tenemos 


O =V 044% — 1010 MPa, 


La condición de resistencia se.cumple: olAX, < [ol. 
8,74; El área y el momento de Inercia dela seción transversal del cilindro 
son: 


Para ol problema 6.74 


2 285 ems, 1 0=099 cms, 
Las componentes horizontal y vertical de la fuerza P son: 
Pym PDA = 4,72 KN, Py = Ptgo = 7.85 kN. 


La reacción en la pared interior del cilindro debida a la varilla P, = Py (a — 
— 2)/2. Cuando z = 1/2, P, = 10,2 kN. El momento flector máximo (en la:sec» 


ción media del cilindro) es Mp = P,1/4 = 1,25 kN -m.. Las tensiones.normales 
de flexión on los puntos Á y D de la sección del cilindro es: a = +(Mp/1) (D/2)= 
= +112,5 MPa; en los puntos B y Ces: o = (MJ) (D/2) « = 94 MPa, Las 
tensiones normales debidas a la presión interior en el cilindro, en las secciones 
longitudinal y transversal son respectivamente 


ion == PD/(20) =15 MPa, Ojag = Ojop/2 = 7,5 MPa. 


Las tensiones normales longitudinales totales en los puntos A, B, € y D (en 
MPa) som: 


04 =120, 0B=401,5, 0% =-—86,5, 0 = 405. 


. y tangenciales máximas en los 
puntos característicos de la sección transversal del codo del cigieñal (en MPa) 


n= =148, 0y,=97, 09, =3, 


Hop =025, “jor=0,TASriop=46,7, 1=hL15 A 
Según estos datos construimos los diagramas de las tensiones normales y tan» 
gencialos (véase la figura). Examinamos tres puntos A, B y C en el contorno de 


Para el problema 6.76 


la sección transversal. Las tensiones reducidas on estos puntos, según la tercera 
teoría de resistencia, son (en MPa): 


Oequi a = 143,8<10] — (5A=0% 
Vequl y =77,5< lol: 00qui c = 118 < lol. 
El punto más cargado es € 
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6.78. Los momentos flector y torsor en el empotramiento son: Mp = Pr sen %y 
Mior = Pr (1 — cosa). Las tensiones méximas normales y tangenciales en 
el e potramiento son: o = 6Mp/a3, 7 = Myor/(0,2080>). Según la tercera teoría 
de sesistencia las tensiones reducidas son 0¿quí = ¡2 E 48 = 7,05Pr/a7. 
Della condición de resistencia Ocqu, =, lo] hallamos a = Y 7,05Pr/T9]— 6,05 om. 

6.85. Como esfuerzo hiperestático tomames Mz. momento [lector en la 
sección B del tramo BB”, Al mismo tiempo este mordento es el momento torsor 
Sn el tramo 48. El ángulo de inclinación de la tangente respecto a la deformada 
del tramo 84” es igual al ángulo de giro del tramo AB: 

q = PR/AOES) — MplQES) = MpdNCI ro0)- 


Teniendo en cuenta que Y = a%/12 y Jtor = 0,14%, obtenemos Mp == 0,9P. 
Construyendo Jos diagramas, aclaramos que la sección más peligrose es la A- 
En ella el momento flector es M == P0/2 = 6P y el momento torsor, Mror <= 
= My = 0.9P. Calculamos las tensiones normales y tangenciales en el punto 
peligroso de la sección más peligrosa: 

o 8-6P/a? = 4,50P, += 0,9P/(0,208a9) = 0,54P. 


Luego de la sondición de resistencia Y 97 -F 4H = [0] hallamos P == 3,5 KN, 
16.86. 1:as proyecciones de la fuerza P sobre los ejes de coordevadas 7, Yi, % 


son; 


P¿¿=—P00s0==5 kN 


Py =P cos p=—0,43 KN, 
Py Y PIZPE Pp, =5,8 KN. 
Pasamos a ejes de coordenadas nuevos: 
Py Pm 58KN, Py =P, cos x — Pa, sen x= 1,71 kN 
Py = P,, 008 x + P, sen y == 7,96 KN 


Sa= 50m y=0: =b=40 cm. 
son: No Pym 1 


De este modo M,= Py: —P.y 
= 0,268 kN, Mpor = Pay — Pyz = 0,855 KN -m. 


CAPITULO 7 


ESTABILIDAD DE BARRAS Y DE SISTEMAS DE BARRAS 


7.11. La carga crítica teniendo en cuenta la fuerza cortante es: 


Por=P2, — — A — 

AP rata 
dondo /'y es el ároa do la sección do la barra diagonal del enrejado con la condi- 

ción de que la tensión crítica está dentro de los límites de la elasticidad. 

7.13. Estudiamos el caso a cuando el apoyo medio está articulado. Exami- 
namos la barra en estado deformado cuande ésta pierdo su estabilidad. Designa: 
mos por My el momento flector sobre el apoyo intermedio, componemos la ecuas 

ción diferencial de la línea elástica del tramo izquierdo: 


Est Po Maz, 
Después de integrar, tomando en consideración las condiciones límites, 


obtendremos 
My (senke 
e (E 


donde está introducida la designación 4% = P/(EJ). 
Después de hallar el ángulo de giro »í, sobre el apoyo intermedio (cuando 
z,. 1) 10 comparames con el ángulo de giro en la misma sección calculado du- 
rante el estudio del vano del le: 
Ver = Mol/BES). 


Teniendo en cuenta el signo tenemos ví, = —"jey» De aquí, cuando Mp =% 0 
obtenemos la ecuación 
3 3 
Qu? Zu tg 2 


$, donde uy == kb. 
A 


Designgndo cl primer miembro de la ecuación por Y (4), hallomos Y (6) = 
ne AA para Y (u;) con ayuda de la ecuación 

de los tres momentos (véase la solución del problema 7.14), 
Con ayuda de la tabla del anezo determinamos 2uy = 41. De aqu halla 


mos la dependencia entre la fuerza crítica y los momentos de inercia de la sección 
transversal, 
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7.18, Determinamos la reacción máxima en la columna de apoyo teniendo 
en cuenta la desigualdad de los esfuerzos debidos al peso aplicados en las colum- 
Di 


Consideramos que el grosor aproximado de la pared de la columna es h = 
1,2 cra. Determinamos la esbeltez ). de La columna considerando que ésta pier- 
de su estabilidad como barra articulada en los extremos, y designando el radio 
de la sección de paredes delgadas de la columna por r (el radio de giro es apro- 
ximadamente igual a + =r/Y/2, el coeficiento de reducción de la longitud es 
igual a u=1 


106. 


La esbeltez límite para ol empleo do la fórmula de Euler es 


E 
h=x V E -1< 100, 


Por consiguiente, la fórmula de Euler es utilizable, Hallamos 


a) 
Pere HZ 0,525 MN. 


Pero según los datos del probleran el esfuerzo en la colurana ps igual 20,48 MN. 
El cosficionte de seguridad de la estabilidad, aceptado igual a 4,5, no está ase- 
gurado. z 
Determinamos el grosor necesario. Asignamos hy ==1,5:10-2 m, la = 
= 2:10%1m. Én este caso obtenemos el valor de la carga crítica igual a Poy 4 = 
= 0,65 MN, Por a =0,87 MN. Construimos el gráfico de dependencia mes: (2) 
y hallamos que 21 cooficiente nest = 1,5 es válido para el grosorá = 1,67-10-11m, 

7.30. La tensión nominal admisible, detorminada a partir del límite de 
fluencia, es igual a dp//ng, = 133 MPa. La carga total sobre Las ocho columnas 
es igual (sin tomar on consideración las sobrecaras) 9,2 = Mg E 34.3 10 KN = 
== 34,5 MN; una columna soporta la fuerza W == P/8 == 4,3 MN. Si el tanque 
isy£oMaidera absolutamente rigido, entonces, en caso de pérgida total de esta- 

lidad de todas las coluranas, el extromo inferior dobe considerarse empotrado 

y el superior, también empotrado, pero con posibilidad de efectuar desplaza- 
intentos horizontales (como está indicado en la figura), En esto ceso ol punto de 
inflexión de la línea elástica puedo considerarse situado en el centro de la altura, 
ppesto que,el coeficiento de reducción de la longitud os igual a y == 1 qe 

El radio de gio do lá Sección es aproximadamente igual a ¿=r/V2, la 
esbeltez es). = pl/1 == 46,8. En la tabla de cooficientes y de flexión longitudinal 
(vés ol anexo) para el acero con ja resistencia de cálculo correspondiente halla- 
soap 2 08, Le senslón admisible es (0), = 121 MPa; la carga correspondiente 

L 


es [NW] = O MN. El factor de seguridad de la estabilidad es igual a 9/4,3 = 2,1. 

ego comprobamos convencionalmente cl factor de seguridad de la esta- 
bilidad te una-colúmna pór separado, suponiendo que el tanque no se desplaza, 
pero teniendo en cuenta la sobrecarga. Puesto que el posible covficiente de dez 
sigualdad de la.carga es igual á 2. entonces sobre una columna puede actuar una 
fuerza igual a 2V =+ 8,6 MN. Con las condiciones límites nuevas 4 =-0,5, La 
esbeltez resulta Sgual a + = 23,4. Según la tabla el cooficiente y que corresponde 
ayosta:esbeltoz essigual a 0,96. En esto caso [alo = 132 MPa, [NV] = 8,71 MN, 
el factor de seguridad de la estabilidad es 8,71/4,3 = 2,03. 
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7.31. El momento de inercia de la sección del brazo puede ser considerado 

prorarcional al cuadrado de la dimensión exterior De las condiciones del pro- 

lema se deduce que la variación del momento de inercia Y (=) en los tramos ex- 
tremos responde a la ley J (2)/J,= (=/0%. » 

Las dimensiones 2 y b se cuentan como está indicado en la figura; J, es ol 
momento de inercia de la sección del tramo medio; J,, el momento de inercia jun- 
to al ahoro- Para las dimensiones dadas obtenemos J,/J, = (180/400)* = 0,2, 
Designando por «Jo longitud de la parte media y por ¿la longitud total tenerdos 

= 3,517, =0,2. 


Para el problema 7.81 


En la tabla 5 del anexo hallamos k = 1,15. Elegimos el coeficiente de dis- 
minución de la tensión admisible q, =0,6. Hallamos: F=225,0/(4 -120,0-0,6) = 
= 7,82 cm, Según el surtido el perfil del angular más próximo es 70 X 70% 6 
qua área de la sección igual a 10,7 cm*. El momento de ¡nercía en la parte mo- 

la es 


Y = 4 148,2 + 10,7 (20 — 2,02)*] == 14 030 emt, 
El radio de giro es 


d == Y TOIO/A 10,7) = 18,4 cm. 


Lo esbeltez es 2 = 1445-4750/18,4 = 440, en la tabla 3 (vénse el anexo) 
de coeficientes y para la resistencia de cálculo 651 = 240 MPa hallamos q, = 
== 0,48. De este modo q, < Qu. La sección debe ser aumentad 
be eri el angular 80X80X8. En este caso F' = 49,2 cm* =18 500cmt, 
(=19,3 cm, A=105, En la tabla de coeficientes p hallamos p = 0,52. 
Entonces oJest == 0,52 -240 = 125 MPa. La tensión real eso = P/F 145,6 MPa. 

La dimensión elegida es sal ctoría. La estabi en la dirección per- 
pendicular al plano ABC está aseg 

7.33. La forma inicial de la línea elástica en el caso a) se caracteriza, para 
la mitad izquierda dela barra, por la ccuación v, = 2fz/1, donde f es la flecha en 
el punto medio. m 


El momento flector en la sección x es igual a M (3) =P Gx. La osua- 
ción diferencial de la línea elástica es 


Haciendo su integración y teniendo en cuenta las condiciones límites, obtenemos 
ap L2 1 JE 
EP Ara 
La flecha en el punto modio de la luz es MEA 11; considerando /=1, 
hallamos la fuerza crítica de la primera aproximación PL, =12EJ/P. 
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La forma obtenida de la línea olóstica puede ser representada por la ecuación 
»= 4 (—40/P + 32/0 
Utilizando la ecuación diferencial de la línea clústica nueva 
EJ = —PJ, (4/0 + 32/10) 
y ¡g !tiendo los cálculos, hallamos la fueta crítica de la segunda aproximación 
EA 


7.34. Con la pérdida de la estabilidad la fuerza de compresión P efectúa 
el trabajo 


1 
4=PA, donde A=+ | (vaz, 


El incremento de la energía potencial do la deformación puedo ser representado 
en la forma 


Hallamos el valor crítico de la fuerza a partir de la condición Y = A. 
Para la barra de sección constante tendremos 


1 1 
P=EJ ($ wraz) (Jas). m 
0 pi 
La energía potencial puede ser hallada con ayuda de la expresión 
1 
Um | esos, 
o 


En este caso la fuerza crítico (en el caso de una sección constante) es 


rar (|) (f ena) (2) 


Hallamos: Mediante la fórmula (1) Por == 105J/8, mediante la fórmula (2) 
"Como Se ve el empleo de la iGrmula (1) es preferible, porque en este caso 
el exror, en comparación con la solución exacta, resulta de tan solo un 4 
vez de un 21% según la fórmula (2). 
torn Ciando v==Cn (s) la ecuación del mótodo Bubnov—Golerkin tieno la 
forma 


(EI +Pm)n dx=0. 


Sustituyendo 1 = le — =* y efectuando la integración, Megamos al resultado 
obtenido mediante la fórmula (1) 
7.35. Examinamos el caso cuando n = 4. 
Tomamos el ángulo de gi primer eslabón, con la pérdida de la esta- 
bilidad, igual a 8; el valor de éste es arbitra 
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El desplazamiento de la primera articulación es 1, = 01/4 y el momento en, 
ésta M, — Puy Bl desplazamiento de la segund articulación (véase la fig. a) 
es ma = 01/2 — qy!/4, donde q, es el ángulo de giro mutuo de los dos eslabones; 
según los datos de 


el problema 
1 = (PUED) mas 
Introduciendo la designación PI/(ZJ) = 0%, obtenemos 


m= ¿fm 0) 
Por analogía hallamos 
e) 
y 
0 a Em m0 0) 


Sustitayendo en la ecuación (3) las expresiones (1) y (2), obtenemos la ecua- 
ción para determinar el parámetro 


a — 960% + 25602 — 16 384 == 0, 


Las raíces de esta ecuación a, = 9,37, dy = 32, Ag == 54,16 corresponden 
e las distintas formas de pórdida de ostabilidad representadas en la fig. 5. Así 
por ejemplo, cuando a, == 32 obtenemos na = 0 y y = — 

stermina la magnitud de la primera fuerza crítica Per 
diferencia del valor exacto en un 5% 


La raíz mínima 0, 
9,37EJ/P. que se 


el problema 7.35 


Las magnitudes a, y 2, pueden ser obtenidas también examinando la forma 
simétrica de pérdida de estabilidad y considerando y, = na. Para determinar a 
obtenemos en este caso la ecuación a? — 64a + 512 = 0, cuyas raíces son a, == 
= 9,37 y a, = 54,83. Examinando la fórmula antisimétrica de la flecha y te- 
Riendo en cuenta que 1, = 0, hallamos a, = 32. 

7,36. En el caso b) la ecuación diferencial de la deformada do primera 
aproximación tendrá la forma 

para la parte extrema Elo, = —Pf sen (1/1), 
para la parte media £Jo, = —Pf sen (12/D. 


Integrando, obtenemos respectivamente 


Boy 12 en 32 40124 Dg 


Eso = ELE sen E + Cat Da. 


Las constantes C, ..., D, se hallan de las condiciones: cuando z = 0 0, == 0, 
cuando x= 1/2 05 =0, cuando 2=1(1— B)/2 0 =% Y >= 0 
La flecha en el punto medio es 
Pa Pa — | 
Cat Fer pa 00 [2 sen PE a (ip cos 2D], 


Igualando entre sí los valores máximas de la flecha de las curvas inicial y 
obtenida, hallamos el valor aproximado de la fuerza crítica. 

7.37. En el momento de perder la estabilidad el punto de aplicación de 
una de las Juerzas P se desplaza a un segmento igual a /, a causa de lo cual apas 
recen reacciones en los apoyos R = P//I. El momento flector en la mitad superior 
es M, = Po-+ Rz y en la mitad inferior, My = Po— P (/— 0) + Re, 

domponemos las ecuaciones diferenciales de la línea elástica para cada uno 
de los tramos, los integramos tomando en consideración las condiciones límites 

¡ara el extremo de la barra y el lugar de unión de los tramos, Comparando las 
lechas en Lo sección media para las líneas elásticas dada y obtenida, hallamos 
la fuerza crítica. 

7.40. Examinamos el caso de un apoyo elástico. Suponemos que el nú- 
mero de eslabones es n = 3; consideramos que el ángulo de giro del primer esla- 
hón, al porder la estabilidad, es igual n 0. La reacción en ol apoyo elástico es 
igual a cf, dondo / es la flecha en el punto medio. 

Si la Mlexión es simétrica, el momento flector en la articulación es 


Mr Le. 
El ángulo de giro mutuo de los eslabones q = 0. Según los datos 


Ma ef 
cial Mii 


Sustituyendo aquí f = 01/3, obtendremos 


ty 1 1 
9 (70-35) TE 3 
y definitivamente cuando 0 5 0 
Poy = DEJÍP + el/6. 0) 
Cuando la flexión es antisimétrica el apoyo medio no se desplaza; el mo- 
mento en la articulación es M = Pr, donde es la Slecha en el punto de unión 


de los elementos: y = 01/3. Se puede considerar que el a en la arti- 
culación es igual a y = 30, Haciendo uso de la relación p = MI/(3£4), obtene- 


mos 

Por = 27EJ/P. a 

Si la rigidez del apoyo es tan sumamente grande, que la fuerza crítica 

segín la lórmula (1). alcanza el valor 27771, la fo la flexión se torn: 
el 


antisimétrica y el apoyo elástico puede considerarse absolutamente rígido. 
4La.rigidez crítica» del apoyo c, se halla mediante la igualdad 


el/6 + DEJ/R = 27EJ/P, 
de donde cy == 108%J/P. Véase en la figura los gráficos correspondientes. 
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Por analogía puede ser examinado el caso de dos apoyos elásticos. Es preciso 
remarcar que en este caso el límite superior de la fuerza crítica corresponderá 
al caso de los apoyos indesplazables. Para estudiar esta variante dividimos la 
barra en seis eslabones; la fuerza:crítica resultorá igual a Pop =72£J/P, La 
recta correspondiente está también dada en-cl gráfico, Véanse en la figura los 
grálicos de la dependencia entre las magnitudes Pec/Pu y Pz pera el caso 

dos apoyos elásticos. 

' "Para valorar los grados. de aproximación de las fórmulas halladas en el 
gráfico están dadas las curvas obtenidas por el método exacto. b 


Per 

F, z Solución exacta 

% EE z + al ps antisimétrica) 
a 2 eslabones Y 


hsimétrica) 


(fleéra simétrica) + 


7 
E 10 ZA 
A 6 estobones 
, PAL 
a 
a lec 
estab antisimétrica) 
j ii timticas 
y, L £ ¿ 
ración ea 

init, AAA 
2 — 

3 eslabones 


(flecha 
gemetrica) 


| 
20 20 $0 EJEZA 


Para el problema 7.40 


7.41. La carga de Euler para una barra sin apoyos es: 
Pg = “EJ/F= 52-405 46,6-10-2/3,0% = 36,4 kN. 


La tensión crítica es: og = 30,4/(10,24-10-4) = 35 MPa. 
La rigidez do las vigas cruzadas se mide por el parámetro cl/P, donde 
el = (48EJ/8) 1= 48£J/8. 


En nuestro caso el/Pg_= 48/n% = 4,9. En el gráfico para este valor de «l/Pg. 
ballamos Py¿/Pg 22,3. De aquí la carga crítica Per =2,3-36,4 = 83,5 KN. 


La erigidez crítica» de los apoyos corresponde al valor de «1/Py = 81. Obtenemos 
el momento de inercia necesario de las vigas cruzadas J, de la ecuación 


a 5 
> E, 1 > AE 10,54 270 can. 


7.42. Vamos a considerar el k: illo como una viga comprimida Ae 
descansa sobre una base elástica. Las fuerzas reactivas que se transmiten de las 
costillas al larguerillo pueden considerarse uniformemente distribuidas a lo 
largo del larguetillo, puesto que la distancia s entre las costíllas es muy pequeña 
en comparación con la longitud de la viga. La magnitud de la fuerza reactiva 
creada por cada costilla es R = 48£J cogu/a?. 

El coeficiente de rigidez de la hase elástica se halla de la igualdad 


Flo _ 4BES cos 48:0,7-405-0,4-10-* 


N/m_de flecha 
5 as 05702 


ke m de Jongitud 


=0,13%4 


La ecuación diforencial de la línea clástica de la viga, que descansa sobre 
la base elástica, tiene la forma 


a o A 
IV 
Considerando el larguerillo como una viga de longitud finita 2, elegimos la 


solución de acuerdo con las condi- 
n ciones límites en la forma 


mA E, 
40 -— 
¿8 onde n es el número de: semon- 
y as. 
As Sustituyendo oy en la ecuar 
36 7 ción diferencial, obtenemos 


A AY +0. 


La magnitud de la fuerza P 
ue mantiene en equilibrio la barra 
A | leformada con n semiondas es 
2 5617017822262 igual a 


02 


Para el E (mp 
problema 743 de RO) 


El número de semiondas n debe ser hallado de la condición de que P tenga 
el valor mínimo. posible. 
Si la rigidez de la base elástica k es poqueña, la pórdida de estabilidad se 
producirá por una semionda (n == 1). El número de semiondas es igual a 2 cuando 


MEJIA < k < IES AMM, 


Según los datos del problema k 
s6raula, (1) es necesario considerar 

7.43. La energía potencial de la fle: 
ésta pierde su estabi 


G2EJx8/i y, por consiguionto, en la 


viga longitudinal, cuando 
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en la viga transversal la energía potencial es 
St 
dep y? 
UE] (3%) a 
E 


La flocha máxima de la viga transversal en el primer caso es f = /,, en el 
segundo, f = f, y en el tercero, / = 0. El trabajo de la fuerza de compresión es 


antro | (E) 
l 


Para calcular la fuerza crítica empleamos el criterio energótico 


He Uion+Viri—4Jm0 (42,3) 


La línea punteada con a la solución exacta, 
7.44. Utilizando el método energético, hallamos la energía potencial de la 
flexión de la viga 


Con la pérdida de la estabilidad, el trabajo de las fuerzas de compresión es 


A=P(+KPe/0. 

De la couación J(U—A)=0 obtenemos la fuerza crítica 
Poem 2_ 2EL 
+ 


Pasando a la solución exacta, designamos por R la fuerza de interacción 
entre las vigas y por f la flecha en el lugar de cruce de las vigas. La ecuación 
diferencial de la flexión de la mitad de la primera viga es 


de 4 
ES Gp +Po=>3 Re 


y de la mitad de la segunda viga, 


dee 
—El + ko 
Haciendo la integración de estas ecunciones, determinamos respectivamente 


enmedio dz 


2 R 
=C, cos $ +C, sen ab —zzpp E 


donde a = Y PES). 

“Tomando en consideración la condición de articulación del apoyo en uno 
de los extremos y en el centro de la viga y comparando también las flechas de 
las vigas en el lugar de unión hallamos la ecuación transcendonte para determinar 
la fuerza crítica citada en la respuesta. 
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7.45. La energía potencial de la flexión de la viga longitudinal es 
1 


y U2de. 


U=le 
y 0 
Después de efectuar los cálculos, obtenemos 


EL (144 +8) . 


La energía potencial de torsión de las vigi transversales es 
6 ia 
Ur=2 ELO (ajo o 04 e A, 


El trabajo de los fuerzas de compresión a la pérdida de la estabilidad es 


4 
e 
ao | taz 
$ 


ap 1 161 
ae (MG ha na). 
Componemos las ecuaciones 
2 
FURIA md 


obtenemos las ecuaciones que 
¡nador compuesto de los coeficien 


Después de efectuar las transformacio! 
contienen % Y fas el determi 


EA 

:47. Indicación. Hacer uso de la expresión de la flechi 
tido en su extremo a la acción de una fuerza concentrada. 
9. Al perder su estabilidad las láminas onduladas saldrán del plano ini- 
los esfuerzos transmitidos por las láminas darán una carga sobre la viga 
(vénse la figure i las flechas » de l: ga son ps la carga resultante li- 

ede considerarse Apual a 2pu/a. Por eso la viga se encontrará en las con- 

del problema 7.47 cuando k = 2p/a. 


qa - 6 


Para el problema 7.49 Pa 


/a el problema 7.50 


7.50. Si la barra AB pierde su estabilidad, en los puntos C y D de ella se 
as últimas se hallen, en el caso cuando en los puntos 
, Por medio de la ecuación (véase la fig. a) 


Q =80 (0/1, + 0/1) = 20 (eN) 


Luego hallamos la relación entre la fuerza Q y la flecha v en el punto de 
aplicación de cada una de las fuerzas (fig. >), en la cual entra el momento de 
inercia incógnito J de la sección de la viga. 
7.51. Con ayuda de la ecuación de tres momentos (que será usado en la 
resolución del problema 7.71), hallamos 
WE Y (ua) =0. 
EA 


Aquí 
rod (24%) 


Según los datos del problema la sección de la viga es constante yl = 2% 
Obtenemos la ecuación 3 


—Y (4) =2Y (1), 


ua = kly/2 = 2u,. Resolviendo esta ecuación con ayuda de la tabla 4 (véase 
el anexo) obtenemos 2u, 2 1,93, 2ua > 3,86. Por la magnitud kl, hallamos la 
fuerza crítica. 

7.52. Escribimos la ecuación diferencial de la línea elástica on la forma 


DIV 4 gt = 0, donde 4% == P/(ES). 


La LS común de esta ecuación es v = A + Bx + C cos kx + D sen ki 
¡ns condiciones límites y (0) =0, y” (0) =.0, así como de las rel 

entro la reacción del apoyo elástico y 

el asiento del apoyo: Y == cv (1). 

Por otro lado la fuerza cortante es Q= 
= —£Ju” y la proyección de la fuerza P sobre 
el plano de la sección transvorsal obtiene la 
expresión po” (1). Do aquí 


N= EJ") + Po 


Por medio del sistema de ecuaciones obto- 
nido determinamos la fuerza crítica. 

7.54, Supongamos que cuando se pierde 
la estabilidad el punto, D_ se desplaza a D, 
(véaso la figura del problema y la de la reso 
lución). Designamos la proycoción del despla 
zamiento horizontal por '$, la vertical por dj, el alargamiento del tirante por 
da. De la figura tenemos 


Para el problema 7.54 


$ cosa = $, son a + 8, 


El esfuerzo de tracción que aparece en el tirante durante el desplazamiento 
del punto D a D, lo designamos por X. En este caso 5, == Xl¿/(E4Fa), dondo la 
es la longitud del tirante. 

El incromento de la fuerza de compresión en la barra vortical, al perder 
ésta su estabilidad, lo designamos por X; es evidente que X, = X son a. Cono= 
ciendo que 8, = X,I(EpFo) y 1= l¿sen a, obtenemos 


La condición de equilibrio de la articulación D en proyecciones sobre el eje hori- 
zental (cuando la desviación es 8) es: X cosa = PÓ/l. 

Comparando estas relaciones, hallamos la fuerza crítica correspondiente al 
«vuelco» de la construcción. Comprobamos si la tensión crítica está dentro de 
los límites de elasticidad, 
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.55. La flexión del nervio en dirección radial a la magnitud y provoca una 
deformación del revestimiento a lo largo del arco igual a € = v/r; la tensión 
correspondiente es u = £,v/r. La presión lineal del lado del revestimiento sobre 
cada uno de los nervios es 


La ecuación diferencial de la línea elástica del nervio tiene la forma 
EJON + PY 4 a0=0, 


donde a: == £yst/r*; el eje z está dirigido a lo largo de la generatriz, Las raíces 
de la ecuación caractorística %, %., resultan ser imaginarias; suponiendo 
que dy, 2 = =im Y ha, 4 = +9, escribimos la solución en la forma 


v= C, sen ma + C, cos mz + Ca sen nx + C, cos nz. 


Utilizando las condiciones límites, llegamos al sistema de ecuaciones respecto 
a las constantes Cy, ..., Cy, mediante las 
cuales determinamos la fuerza crítica. 

7.58. b) Adímitimos el sistema móvil 


1 de 
l=— de coordenadas rectangulares =0y, cuyo 
origen O se encuentra en el extremo libre 
MY del voladizo y se desplaza junto con éste 
(véase la Jartimos de la ecuación 


$ igura] 
iferencial de la línea olástica de la viga: 


y = MUE)). 


El momento flector M = M, — Ny, donde M, es el momento flec- 
tor debido solamente a la carga Yrebsversal. e 


Tenemos 
Y Ry Mica (ED). (9) 


En nuestro caso Miras = —q12/2 
La solución de la ecuación (1) tiene la forma: 


y =C, cos kz + Cy sen kz + Yp 


donde Upar= —qr*/(24EJ) -+ 9/04EJ) es la solución particular. 
Las 'cónstantes C, y C, se determinan a partir de las condiciones límites: 
1) cuando z = 0 y =0 y 2) cuando z == 1 y' = 0. Hallamos C, = —9/04E)), 
Cum (el sen li) Q/04 ES, cos), 
Cúando x = 1 de la fórmula (2) obtenemos la flecha máxima f- 


Para el problema 7.58 


ea 


10 (=p U—cos 0) + GEL 1 — sen 0 — gl. w 


El módulo máximo “dol momento flector (junto al empotramionto) es 
Mm —qB/2 — Ml. 


En el límite, cuando k => 0, de la fórmula (3) obtenemos la expresión cono- 
cida $ = q16/(BEJ). 
.61. Supongamos que y = f sen (n2/1). La energía potencial de la defor- 
mación es 


El as 


ñ 
v HS iran. 
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La aproximación mutua de los extremos de la viga es 


1 
O A 
dz Ñ ora EE. 
El potencial de las cargas transversales es, según la variante a) V = —Pf 


ñ 
ds P n BR X 
y según la variante ni al y e 


De acuerdo con el principio de desplazamientos virtuales, variando la flo- 
cha f obtenemos, para la posición de equilibrio, 


—5U + N8k— 5V =0, 
Aquí el signo más debe ser tomado para el caso cuando la fuerza es-de com= 


presión, el signo menos, para cuando la fuerza es de tracción, 
Remarquemos que según la respuesta, el método energético nos llevará a la 


f6rmula conocida fee frrano] (1- pa ) «donde furana es da flecha cuando hay uno 
sola carga transversal, Ny: es la fuerza de Euler, N es la carga axial de compro- 
». 

7.53. Supongamos que el sistema de coordenadas está dispuesto de tal 
modo que el eje z pasa por las articulaciones extremas y el ojo y está dirigido 
hacta lo flecha, El origen de coordenadas se encuentra en uno do los extremos. 
La ecuación diferencial de la línea elástica os 


EJ = —N (e +0) Y v + Kio — ke, donde kt = N/(ES). 


Hacemos la integración de ecuación y hallamos las constantes de in- 
tergración a partir de Jos condiciones límites. Luego determinamos la flecha má- 


le 
xima y el momento flector máximo. 
7:64, La ocuación diferencial de la línea elástica es 


EJ =NG=0) + Neo + dto 18] + de, 


donde / es la flecha máxima, 1% = N/(EJ). 
Escribimos la solución de esta ecuación en la forma 


v=Acoskr+Bsnk+j+4e 


y hacemos uso de las condiciones límites v (0) =0, w (0) =0, »() =J. 
7,65. La ecuación diferencial de la línea elástica de la primera aproximación 


tiene la forma 


EJ =—N te4o)=—N (041500 + ¡A 


Integrando y tomando en consideración las condiciones límites ballumos 


N [ez 1 EXA 
037 [Pene E]. 
Tgualando entre sí los valores de las ordenadas máximas de la curva ini- 
cial y de la curva de la primera aproximación, hallamos el valor de f. 
7.66. Designamos por Scomp Y Ot Jas tensiones en las zonas comprimida y 
estirada. Las condiciones de equilibrio del elemento separado por una sección 
a la distancia z del extremo superior som: 
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la suma de las proyecciones de las fuerzas 
b 
Ocompóh—(0tr + Ocorap) q A=N=Bhomed 


la suma de momentos de las fuerzas respecto al borde de la sección 


a 0 
me comp + (compo) =0 


De acuerdo con la loy de secciones planas 01/Ozomp == C4r/£comp = £/n. Com 
parando estas relaciones, obtenemos Nu = (Scqmp/W) (019/12). La curvatura de 
a línea puéde der expresada por la deforma 
4 ción de la fibra extrema: 
a 1/p = —¿oldz" = ecomp/n == Ocormp/(Em)+ 
q Luego hallamos la curvatura en la sección 
q A medía de la luz: 
2 « 


dolds == —A2N/((EN'D) == —120 704 1/(E18). 

Por-otro lado la curvatura de ln si- 

7 e E musoide v= (7 —e) son 2 «he es igual en 
la sección media a 


Para ol probloma 7.66 


Comparamos las expresiones obtenidas de la curvatura 
7.67. El radio k del núcleo de la sección y el radio de giro 1 de la sección 
so hallan por medio de las fórmulas 


k= WIF = 90% art) =r/2=1 mm  12=r=30mm 


por y se designa ol radio medio del tubo 
La relación m que caracteriza la excentricidad es igual a m = e/k = 12/15 = 
= 0,8. La esbeltez de la barra es 103) = 


a) La tensión máxima, hallada por la fórmula del problema 7.63 (vónse 


la respuesta), es: 
4 e 
=N ——__——— 
La 17 ) 
( we V Fr 


La carga límite N es igual a nN, aP [0]; aquí por [o] se designa la ten- 
¿alón, mecid que comjempondo a Ja carka adialalblo Mago só 
Después de realizar unas transformaciones simples obtenemos 


Oi =n 10] (+71) 
07 y =pL 


“Según los datos esta magnitud debe ser igual al límite de fluencia 01, = 240 MPa. 
Sustituimos como prueba (0) = 16 MPa. Mediante la fórmula (1) hallamos 
la tensión O-mgz = 188 MPa que €s mucho menor que la tensión Spy. 
* Despiés de hacer unas: pruebas nuevas hallamos que O;pgy es igual a 07; 
«cuando [0] = 20,3 MPa 
La carga admisible es Nay = 2art lo] = 11,47 KN. 


352 


ml 


0) 


b) Según la fórmula aproximada del problema 7.66, considerando que la 
tensión medía Omeg es igual: a n [o], obtenemos 


Cameo [aa )- a 


Calculamos df = 1*E/4%= 790 MPa, 

Pormedio de unos cálculos de prueba de 0,,4y por la fórmula (2) concluimos 
QUE Opy4x será igual a Op1 cuando [o] = 90,7 MPa; en este caso Nag = 11,6 KN. 

7.68. La ecuación diferencial de la línea elástica es 


EJi=—8 (asen HE 401) 


donde v, es la flecha adicional debida a la acción de la fuerza NV. Al admitir Ja de- 
signación x= N/(EJ) obtenemos la solución de esta ecuación en la forma 


v=4 cos ke-+B sen te en E, 


A continuación hacemos uso de las condiciones límites. 
. 7.69. Según la fórmula citada en la solución del problema 7.61, la flecha 
máxima es 


Li 
TS TÍ 


donde Ny=Foge=34,0 KN. La tensión máxima es 


N AG 
A 


donde o = N/Ng, k = W/F es el radio del núcleo de la sección, k = 1,43/2,3 = 
= 0,62 cm, 


Según los datos Op4x < 011. Por medio de pruebas determinamos ez. Su- 
ponemos que «a = 0,9. En este caso Omyy = 726 MPa que supera considerable- 
mento 01. Teniendo a = 0,76, hallamos d;ngx = 318 MPa que está más corca 
de op = 320 MPa, 


7.70. Calculamos a% 


N 4 1 

Er= 207 a=1,10 ¡ Al=2,2. Tratamos 
una circunferencia de radio q/a' 1,657 kN «m, eli do la escala de los mo- 
mentos, flectores (véase la figura en la pág. 354). Trazamos el ángulo central 
ol 126%. 

En los radios extremos trazamos, partiendo del centro, los momentos de 
extremo (los momentos ARE se trazan hacia adentro de la circunferencia) 
y a partir de los puntos obtenidos trazamos líneas perpendiculares a los radios 
extremos. El punto de intersección de las perpendiculares se une con el centro 
y sobre el segmento obtenido como diámetro se construye una circunferencia. 

Para determinar el momento flector en cualquier sección hallamos el radi 
que divide el ángulo central al en la misma proporción que la sección divide 
la luz 1 y determinamos el segmento que se encuentra entre el círculo reci 
construido y la circunferencia inicial; este segmento da el momento flector en 
la misma escala en la cual está trazada la magnitud p/02. 
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Maia" 2,0540 rn 


Gra =sesiem 


a qa ii 


seba 
a, 
e. m 
q/e? 1 60nw » 
ir asa ieran00 ¿sum q 
y mem a. MU 
3 a > 
nu? 
DA gsm 
Lasa n 
naa ia 


Para el problema 7.70 


y Fila ecuación de los tres momentos en el caso de compresión longitudi= 
nal os 
ñ 


Mn 20420 [Y (0d GE 6] 42001 7 GRS 


A A IN w 


4 5 E NE_ Y A 3 1 
dos Vi Vi Va p so (a 
É SGU 
-) 0 (aq) o: 
y X está dada en el anexo (tabla 4). 


Lo tabla da las funciones D, Y 
En este caso u = ua y la ecuación (1) tendrá la forma 


AMY m2 Ex. (2) 


La carga de Euler para la viga de longitud L apoyada libremente en los ex- 
Lremos es 


Ng = "EJ, /P =72kN. 


El, porómotió u= V NIN6=>5 V380/M=1,41. En la tabla so ha 
tomado, coma argumento, la magnitud 2u = 2,22. Hallamos Y (4) = 1.0343, 
X (1) = 1,9837. 
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En el caso a) q, = 4, = 0,4 kN/m; de la ecuación (2)'obtenemi 
4M y 1,6343 = —¿P/(2 1,9837), Esa ed 


de donde hallamos Mg: Examinamos el vano izquierdo. Si el momento de'ápoyó 
y fuera ¡gui cero, el momento flec-* E E E 


tor variaria según la ley 
¡ 
UI” 1 


ge 2 Tcoslu(i—22/M1 2, $ 
5 1). | 


M' (2) 


E cos 


kl momento de extremo My provoca en Hala 


la sección - un momento flector 
¿ET 
sen (2u 7 % 
” cd, "Pra el problema 7774 005 


Los valores definitivos de los momentos flectores M(z) los lallamos-su- 
mando las magnitudes M'.(x) y M” (<) tomando en consideración os «signos 
(Véase la figura). : e 

7.73. Basándonos en el método variacional de”Ritz, calculamos la energía 
Potencial de la deformación de la barra sortida a Dexión lateral dentro de los 
límites del elemento finito de longitud a y rigidez. £7: 


Utilizando la ecuación diferencial del eje doblado 
dy 
M==EJ FE 


e introduciendo la coordenada adimensional] « = 3/0, llegamos a la expresión 


(1 


las rayas significan la diferenciación respecto a s. La rigidez EJ se considera 
constante dentro de los límites del elemento finito. Hagamos constar aquí mis- 
mo que de acuerdo con los datos del problema consideraremos constante la ri- 
gidez de toda la barra (para simplificar la solución), aunque la ventaja del mé- 
todo de elementos finitos consiste en la posibilidad de tener en cuenta la ley 
arbitraria de variación de la rigidez a lo largo de la barra (véase el problema 7.83). 
Luego determinamos la variación del potencial de la carga exterior 


1 
Pp 
v--% j (ras. o 


Observemos que este método permite tomar en consideración la existencia de 
fuerzas exteriores aplicadas en distintas secciones de la barra (véase el proble- 
ma 7.83). Aquí la fuerza axial se su] constante a lo largo de toda la barr: 
a flecha de la barra dentro de los límites del elemento finito según los di 
tos del problema es 


o=0 +0: ++ ao. o 
23 355 


Introducimos los índices t, j para los nudos que delimitan el elemento fi 
únito. Consideramos que el sistema de 1 elementos finitos seleccionados tiene 2n 
grados de libertad correspondientes a las flechas en los nudos »= yy, v= 93 
y a los ángulos de giro Y = q1a1, Y = 2011 etc.; y son las coordenadas gene- 
ralizadas. Tenemos: cuando s=0, o. = 44 y 11 cuando $ =1 0= 9, 
y v' = gju1: Por medio de estas condiciones determinamos los coeficientes Ao, 
21» Aa, de y componemos la expresión de » (s). Obtenemos 


o IA in IIA Jar 4) 
donde 
IS IIE2, ASIA, 
II 2, 948 


Estas funciones se llaman hermitianas. Cada elemento puede tener su longitud a; 
en nuestra exposición consideraremos que todas las longitudes son iguales. 

Según los datos del problema la barra se divide en dos elementos finitos 

con los mudos 1, 2, 3 ¡2 coordenadas generalizadas q,, «1 o, Puesto que 

en los nudos 1 y 3'la Parra está empotrada, para estos tudos las flechas y los 

“e giro se convierten en cero: Qu == qa == 9 == qe = 0; dentro de los 

+ edu “dentro de los límites del 


ángulos 
límites del primer elemento U¡.1 = 9, 
do elemento, », 3 
La energía potential del elemento 1—2 es 


laca = Í9a + 9, 
: 
a 2 
US [Eto] > 
0 


Ñ 
== ) 10129) a+ (2409) ga] ds= 


, 
EL | too —2c12s- 1440) al +2 (124009724) 4901 + 
; 


+ U—2-4244300) 98) de =F 1(005— 720244809) 93 144 
+2 (—1254-3019—2409) guga 1)+(45 4204-1209) 07 13= 
Er 22M 


Escribimos esta expresión en forma de matriz 
24 
Uca Ei 
donde K;- es la matriz de rigidez del elemento 1—2: 
[2 1]. [2]. 00. 


La energía potencial del elemento 2—3 es; 
Ñ 
2 
UE | tomo] de Fr 24200 HAD, O 
i 
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o bien 


Dr PE 


c-[3 9 


La energía potencial de todo el sistema es 


aquí 


Dat E at Gr 


La matriz de rigidez X de toda la barra se hallá por medio de la adición de les 
elementos correspondientes de las matrices Ky-4 Y Ks-o 


12-12 —046 2 0 
Es ad > x= 8): 


La variación del potencial de las fuerzas exteriores según la fórmula (2) es 


1 
7) 2 y PS 2 
VE $ EEN] dem E (Eat a) , 
0 
(m 
o bien 
Va=-L 05, 
a OS 


donde Sia es la matriz de rigidez geomótrica del elemento 1—2: 


Sis 


Análogamente para Vas 


a+ at a). 
o 


Le 5 
0 


donde 


Para toda la barra 
4 Pp 
VVS as — 37 0754 
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La matriz de rigidoz geométrica S de toda la barra se halla también sumando los 


elementos correspondientes S,-4 Y Samy: 


DO 646 0 40, 47 a 

sl * “al [ars 
A A PERA 
070 1573. Eat AR, 


Basándonos en el principio variacional, escribimos lu condición de equilibrio 
su+v=qd" ($e kE 5) g=0. 
Aquí 6q* =(695, 694)- Conociendo que e se 0, Óg, $ 0, obtonemos 
(e xs ) a=0. a 9) 


La solución no trivial (cuando Po, y qu + 0) de las ecuaciones homogóneas 
(6) se halla igualando a cero el determinante 


1 7 

2407 Par | 5 y Al E 

0 3 EJ al 
AA 


Do aquí cuando a—1/2.* 
(ua) (0) 0 


Obtenemos definitivamente dos soluciones, igualando sucesivamente a coro las 
expresiones entre pre 


1=Gh=, 4-5 


El coeficiente de la fuerza crítica, el valor propio mínimo, hallado de este modo 
se A ara en la respuesta con la solución exacta (analítica). 
14, Utilizamos la vía descrita en la solución del problema 7.73. 
ace falta tomar en copalderación las condiciones de ijación m 
diciones límites para el elemento 1-2 en el nudo 1 
gún la primera de estas condiciones y, =— 0, Segín la nda. condición, pu 
lonos en la fórmula (4) de la solución del problema 7.73, obtendremos: 


pe 


=12. 


ve O + Di Di =0. 


Por consiguiente, 9, =—(Oj9% + 9194)/95. Sustituyendo qa, expresado por 43, gay 
anta 6) y toduclendo log Calais semejantes. tonada EA 


Wa = 90 + Has 


3 ad 2,2 
dodo AU, E. 
Can las condiciones límites en el nudo 3 gs =.0, d*v/ds* = 0, obtendremos aná- 


Jogamente para el elemento 2-3: 
Doa Me 
donde 
1 3 1 
A E 
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Calculamos la energía de la deformación de. la barra mediante las expre- 
siones (1), (5) y e de la solución del problema 7.73, pero con valores nuevos de 
9, = 5, ete. Oblendremos 


EJ EJ 
WDjo=zr DE Vi O oo 


donde 
Ka=[_3 Y y Ka E + , 2 =lds 94d 
Para toda la barra 
A 
Aquí 
ads ele loe 
Mallamos análogamente por medio de las expresiones (2) y (8) del prohlema 7.73 
Va OS Via q US, Mm 


Para toda la barra 


Pp Pp 
Ve qq O Sat — 7 059 15) 


De este modo la solución dol problema se reduce u la determinación dle los 
valores propios del determinante (como cn el problema 7.73) 


Pa 
KG] 5>0, 


o bicn 


Aquí hemos tenido en cuenta el valor de a = 1/2. Hallamos 


(03) (0 4) mo 


Entonces, 4Í = 10, 43 == 60. Bl coeficiente 4] correspondiente a la fuerza está 
escrito en la respuesta en comparación con la solución exacta. 
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2.15. Utilizando la misma vía que en los dos problemas anteriores, llegamos 
a las expresiones 


Ult gr E E LK, 
IV ad TO Log, 
Aquí K;-2, Sy. se determinan tal como en el problema 7.14 y Ea, S¿-5, como 


en el problema 7.73. Las matrices de rigidez y las matrices de rigidez geométrica 
globales tienen la forma 
E Az 47 


k= 5 3 sal 300 


Aa Ll. Ea 
a 3 
Del mismo modo que enel problema 7.73 Ja respuesta se balla mediante lo ecu 
ción 
Par 
KZ $=0 
o cuando a =1/2 y A = PR/(EJ) 
Pa 1 
HR IA 


4 1 “2 
By IA 
Abriendo el determinante, llegamos a la ecuación 
o) 
6153 800—8980 k* + 79 k* = 0. Los ga ropios del problema en q =2, 


kj = 92. Véase en la respuesta la com] con la solución 
7.16. La fansión de la Hecha del elemento 2-9 tiene la forma 


v=910 +9 + Ig + Da 
La energía potencial del elemento 2—3 es 


A 


El (1204+ 4024 1201+ 40242 -6900:—2-120004+ 


+2:bq994—2 6919: +2:29,9—2-89590)» 
Escribimos esta aba en forma de matriz 


Ur 


NOS 


La matriz de rigidez del. elemento 2=3 es 
2.612 6 
JA =s 2 


e 2. —e 


Para los elementos finites 1—2 y 6—7 las matrices de rigidez (véase la'solu= 
ción del problema 7.73) som: 


Ea=[_7 7d: ro =[% 8d: 
energía potencial de toda la barra se obtiene combinando sucesivamente 
las matrices de Figides para los elementos 1—2, 2—3, 34, ..., 6—' 


U=U ja dU rado oo Ue va, 


donde q (da Lar Ur +0 
nit a ds Elósota y tiene la forma 


Calculamos la variación del potencial de las fuerzas exteriores de un ele- 
mento sin contacto con los extremos de la barra: 


Pao E La A +3 es 2)]'4:= 


=— (art ic 2h a+ 


+5 b Lo Ha Qudo— 2% q 
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La expresión de Va-a en forma de matriz será 


donde q7 = (da; as 95 99), S es la matriz de rigidez geométrica ligada con 
lo varisción del potencial de las fuerzas exterio 


e 
5 
"1d 1 
EC 
S= E 
La 


Simótricamente 


Lus mutrices de rigidez geométrica de los elementos 4—2 y 6—7 tienen la forma 


¡e ms 17 
7 5 15 + 
sae] 3 o E 

o UE OE 


S Hallamos la variación del potencial de las fuerzas exteriores para toda lu 
arras 


Vo Via Vaca o E Van 


Aquí tambión, combinando sucesivamente las matrices de rigidez de los dis- 
tíntos elementos, obtenemos 


Pa 
V=-3 059. 


m= (910 dar y > ¿s Quo); la matriz de cinta de rigidez geométrica S para 
ue la forma 
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Cuando a = 1/6, k*= PE/(EJ) la ecuación resolutiva del problema es: 
4 
(5 es)g=0. 


La resolución no trivial de este sistema es posible cuando 


L us= 
K=- 9S=0 


o bion 


4 a, 
q I=KS>, 


donde 1 es la matriz unitaria, 

De este modo el problema se ha reducido a la determinación de los. valores 
propios de la matriz KS=*. Durante la resolución del problema en el ordenador 
tipo EC el subprograma estandard NROOT sirve para calcular los valores pro- 
pos y los vectores propios de tal matriz E 

1 valor proplo mínimo es el cocliciente correspondiente a la fuerza crítica, 

7:17. Utilizar el ordenador de acuerdo con el esquema descrito en la resolu 
ción del problema 7.76. 

7.78, En comparación con el problema 7.76 variarán solamente las matrices 
de vigidez y las de rigidez geométrica de los elementos finitos; para el elemento 
3—2 éstas tendrán la forma descrita eu la resolución del problema 7.74: 


1 
5. 


para el elemento Ó—7 que para el elemento 2—3 del problema 7.74: 


7.79. Véase la indicación para el problema 7.78. 
7.80, Escribimos la ecuación diferencial de la deformada 


PY + e =0, 


donde k2 = P/(EJ). Expresamos las derivadas por diferencias centrales 
1 
CV )y =p (009 — Aja Bop — 01H Dira) 
(ñi= (ora — 20 ore 


donde si-a,eto., sen las flechas en uno u otro punto nodal, s es la longitud del 
intervalo, ES 
Consideraremos que un extremo de la barra tiene el índice 0 y el otro, (n-+1); 
el número de nudos interiores es ígual a í. Entonces, en este problema y en los 
dos que siguen 04 = 0, %ys = 0. En caso de empotramiento rígido hace falta 
considerar que va, = ly, Doa 
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Entonces, para los nudos 1, 2, 3 obtendremos por medio de la ecuación (1): 
70, — 404 + de + 198 (20, + 0) =0, 
—do, + 60, + 406 + 0 + 99% (0, — 20) + 05) = 0, e 
vy — 404 + 609 — 404 + 04 E B00 (09 — 209 $ 04) = 0. 


Ecuaciones análogas se escribirán para los nudos n — 2, n — 1, n. La ecuación 
(1) en forma matricial ser: 


Ab + késiBo =0. 
Como 4 se entiende la matriz de cinta de cinco diagonales 
5á 4 


4 6-4 4 
1-4 6-4 4 
1-4 6-4 4 


1-4 5, 


Como B se entiende la matriz de cinta de tres diagonales: 


—-2 4 
1-2 1 
124 
1 
1-2 41 
L 1 —2 


El problema de determinar el cooficiento 4% =P12/(£J) cunado s=1/(n + 4) 
se reduce a hallar el valor propio mínimo de la matriz B-*A; esto se hace en un 
ordenador EC.con ayuda del subprograma NROOT o de otros subprogramas espe- 
ciales, Los resultados de la solución para diferente número de intervalos, en com- 
aración con la solución exacta, se dan en la respuesta, 

7.84. El curso general de resolución está descrito en la solución del problema 
anterior. La diferencia consiste en la estructura de las dos primeras ecuaciones 
(2); ahora éstas corresponden a las condiciones límites 1, = —Dy, Pp +4 = —Da 
y se escribirán en la forma 


Su, — 4vy + dy + 1%? (20, + 04) =0, 
—0 + 00 — Ay bb 04 + 290 (0, — Zo + 09) == O, 


Obtenemos una ecuación análoga para el otro extremo de la barra, 

7.82. En caso de condiciones de fijación mixtas de los extremos de la barra 
es AS ¡o utilizar la estructura de las ecuaciones escritas en los problemas 7.80 
y 7.81, 
7.83. Basándonos en la solución del problema 7.73, hallamos las matrices 
de rigidoz de los elementos 1—2 y 2—3 tomando en consideración la diferencia 
en las rigideces de- estos elementos (/, = PJ): 


lo e a a entes 
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Luego comparamos las matri de rigidez geométrica teniendo en cuenta la 
difetencia en las fuerzas axiales (P, + Pa = Py/a): 


Pr 05 415 PLdPA [8/5 157_ 
A 
en 16 
Za L1/(5a) 1/50))* 


Las matrices globales de toda la barra se hallan mediante la adición de los ele- 
mentos de las matrices correspondientes: 


Ela (3114+(1/8)1 3 11—(1/8)) 
Eat Le SU A/A) 
Pr [05 1(1/0) 4-1) (1/5) (1/0) —1] 
st L— E a 1010 0 40)" 


La determinación del parámetro crítico Gegún el problema 7.73) se reduce a ha- 
ps Jos valores de 43 = Pya*/(EJ y) con los cuales el determinante K — l%S es 
al a cero: 


K—PS= 


a CUBE > 10/0944) 311=44/D1 8 1/0) 41 | 
cl =0. 


SAID 1) SUBA 04 


Abriendo el determinante, obtenemos 


o bien 
me (ett) [8 (9) (+) 
(4) (6) Jo 
Para la variante a) cuando a = 2/3 y $ = 3/2 llegamos a la ecuación 


4,4914 — 17,34% + 24 = 0, “ 
En este caso 


473 de 42,5 Py 2 
Ha E o 0 
De aquí 
DATAN 
=p 9,667. 


Comparando con el valor exacto de 42 = 9,45 en la respuesta del problema 7.29, 
se ve que el error es igual a un 2,3%. 
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Para la variante b) cuando a. = 1/2 y f = 2 la ecuación (1) tendrá la forma 


2,124 — 48,34% + 18 =0. 
Hallamos 


De aquí 


. 
Le 437 y 8 PERE 0.090, 


El valor exacto de Kj = 8,95. El error es de un 1,46%. 
7.84. La energía cinética del elemento finito es 


Ñ 
fóras; y) 


qu ha 


punto sobre la lotra significa la diferenciación por el tiempo. Expresomos lo 


el 
velocidud de desplazamientos dentro de los límites del elemento línito tal como 


1 


e 


1 723 0 IP 
Para el problema 7.84 


en ol problema 7.73, pero esta vez respocto a las volocidados de los parámetros 
dar + + +» Gaj p es lo densidad del material, Tenemos 


Pm da + as + a 
Expresamos y por las velocidades de desplazamientos de los mudos Gy, gy y por 


las velocidades de variación de los ángulos de giro 3, +1, 9.1 correspondientes a 
los extremos del elemento 1 — j: 


m0 


o LE a dar) mty PEE a gar. 


oq PE 


En este caso 
1 AI IA 
366 


aquí 9 . «> 9, tienen los mismos valores que en-el problema 7.73, Para el 
elemento cuando q, =0, q, =0 


De 0 ds 


(Oo Hd 


donde 


A ES 
al Sao q [5]. 5 
Para el elemento 2-3 obtendremos 
Dana = Oido d Dat Das HD ados 
Sustituyendo 04-9 en (1), hallamos 


1 
ñ ES Has A 
Mr AAA de 

¿ 


RS CA 


—2:10.5óad0 +2:19,5dad0+2-4,57 400 —2+ 


Escribimos esta expresión en la forma siguiente: 


donde My»: es la motriz de masas 


234 38 81 4105 
6 195 —45 
as —3 |. 

simétricamente| 6 

P=Gn de da 0 


No es dificil ver que las matrices de masas para los elementos no contiguos 
a los apoyos serón las mismas que la matriz (2). Determinamos la matriz de ma- 


307 


sas para el elemento, cuyo extremo derecho está empotrado, cuando q, = 0, 
Ao == 0: 


P= 30 + 


1 
Ter = 20 $ (0rds+ Ordo)? dom PEE (23673 4+-2-33dudno=+00to), 
7 ? 2-630 
0 bien 
PR 
Toa =p TM 
«donde 
24 33 
Me a) 
Para el sistema completo 
Fa - . or Pe . 
TT M0 eS 7 ) 


por M se designa aquí la matriz de masas para toda la barras 


das das das Los dos Los 20)+ 


La función de Lngrangees iguala Z=T—U—V, donde 7 es la:eno 
Ú, la energía potencial de la deformación; Y, el potencial de las 
riores. Puesto que la energía cinética es aquí función solamente de 


dades generalizadas q, y las magnitudes U y Y son solamente las de las coorde 
nadas generalizadas q;, la ecuación se reducé a la forma 


CIC o 
E — ¿AU M0, 
TE 


o bien 
FA ANO. 


Sustituyendo aquí los valores de (3) y de U, Y tomados de la solución del pro- 
blema 7.76, obtenemos 


0 174 LL (105) 9=0, w 


aquí, como antes, A% == Pa?/(EJ), donde a es la longitud del elemento; según 
los datos P = Pet: La matriz de masas es degenerada por eso el sistema de ecua- 
ciones puede ser reducido a la fo, 


630 EJ 
pra 


MA ISK). 


Luego hacemos la integración de estas ecuaciones con ayuda del ordenador Da- 
mos el bloque-esquema utilizado en los ordenadores tipo EC; 


240584 369 


| 
| 


Invorsión de matrices M mediante el subprograma estándar MINV 


Cálculo de los vectores propios q» de la matriz KS" por medio del sub- 
programa estándar NEOOL y adjudicación de uno de estos vectores a la flo- 


cha iniclal 
OS 
GU+N)=0, No 40 


p— 


Solución del sistema de counciones diferenciales mediante el subprograma 


Sstándar RKOS por el método de Runge-Kutt 
Fm=90+N 
'SOE) 


4d y E Mr (ASK) do 


Fin 


En lo figura está ropreseutada la dependencia de la flecha máxima, role 
rida al radio de giro de la sección 1, respecto de la relación P/P, donde Py 
es la carga de Euler con Las condiciones limites dadas. El valor de 2/2, debido 
al cual 30 produce un crecimiento catastrófico de las flechas, está dado en 1 
respuesta. Se recomienda al lector resolver el problema de manera parecida, 
lo como base no la primera, sino otras formas propias de la pérdida 


pero tomand 
estática de estabilidad de la barra (véase el esquema-bloque del programa). 


CAPITULO 8 


BARRAS DE CURVATURA GRANDE. 
CILINDROS DE PAREDES GRUESAS 


8.1. En la sección más peligrosa AB la fuerza normal es N = 100 KN, el 
momento flector, M = 100 (1,8 + 0,5) =230 kN=m, El radio de curvatura 
de la capa neutra es 


r mam 0,4551 m. 
La distancia entre el centro de gravedad de la sección y la capa neutra es 
e == R—r 0,0449 m. 
— Ry = 0,205 m, 


La tensión máxima será en el punto A; ya 


N , My, 
E 


8.2. Efectuamos un estudio de la barra con h/R == 1. En este caso 


e Me pd E Mp 
RR MASA Gi 


Según la fórmula exacta 


e=R=h, 0,0807 ». 
a 3 


Según la fórmula aproximada 
IS 


TER 12 0.0883 A. 


22. ta relación 
'eRy 


=0,4103h, y = 


En 01 primer caso nta =P, en el segundo Opygz = 
y 


3, 
de las tensiones máximas es "4X. 


máx 


La fórmula aproximada de e da un valor aumentado en un 9,5% de Ogg 
lo cual va al factor de seguridad. Si la curvatura es menor, el error será menor. 
Cuando A/R 1/2 tenemos e =0,0424h, y, =0,4576h, £ =0,417h, h= 


4: 


3, 
= 0,4583, 1.02. El error es de un 2%. 
máx 
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8.3. Determinamos la distancia entre la fibra interior y el centro de gra- 
vedad de la sección 


Oh+b)h_ 2:2-4419 

SWF R+HA 
En_la sección más peligrosa ln fuerza normal N=23 kN, el momento (lector 
FTE 23:(3+4)-10* =4,61 kN-m. La tensión normal máxima 8 Impr = 


=40m. 


A El radio de curvatura de la capa neutra 0s r=r] ¡ eE : 
F 


Calculamos 


PL 0, +b9 h, df bdo, 00,400 TL, 


AA pp La 0, 
n 


Como resultado 


(by ba) 1 e 
SL EI 
e=R—=r=095 cm, yy =r—R,=3,050m, P=(0,+ba) h/2=27 01m, 
max =72,5 MPa < [0]. 


8.4. Según la fórmula aproximada e= 7 =p 0,0883 cm, n= 


— e 0,9467 cm. De Incondición de resistencia +0 sto 
hollamos la carga admisible 


A OS 
P A 3,27 KN 


8,5. Eo la sección más peligrosa E la fuerza normal es N =P, el momento 
Rector, M-= P-2R. Igualando Ogg al límite de fluencia, hallamos la fuerza P: 


P, Py _ on bh 
Si = Em Pr 
ely 


Eli desplazamiento A se calcala por modio de la fórmula de Mohr 
a 
tina | goes Mp=PR (1—co8 q), M=R(1—cos Y), 


A 
2 3a PR? _ 36n PRA 
tE y deis: - E 


Sustitulmos aquí la expresión de la fuerza P: 
pe — nro 
ENS (1F2RyNeRy) * 


Hallamos la magnitud de e por medio de la fórmula aproximada 


Jo.» h 
—FESA=OD8m, y=3—e=04Mem, 


R=R=Ím350m, A=0.02m=2mm. 


8.6. Tenemos P=21rmegó, dE =Órmea d, P=R-=-Tmed Cos Y; E 
F 


—2f ¡finado Aa 
TEriea 0009 Y Hr 
El radio de curvatura de la capa neútra es 


r=F] | EV Pra Sta, ¿=R—r=025%0m, 
F=155c0m1, Aj=R—¿2=5 70m, y =r—R,=2,M6cm, 


N=P=4kN, M=P(R+a)=0,52kN-m, 


=p e =102,8 MPa. 


E .8. Los esfuerzos debidos a la fuerza P y a la fuerza unitaria son: 
=PRenp, Np=—Psnp, M=Rsenq N=-—senqu > 
mt desplozamiento “ea 


a Y E AS a A 
2 1/2 > : 
=EFR $ 
3 
na 2 az 
de | Penso 9-Rir— a > | Prepa 
o 4 


aa 
PR sen* q-R sen PRA ¡ Psentp-Rdq— 
a 


ES 


APR 
—"ZEF A 


PR sen qoR sen qu Ra q zm e. 
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8.9. Utilizando la simetría, escogemos el sistema equivalente en la forma 
representada en la figura, De la condición de equilibrio hallamos X, = P/2. 


Sistemo 
eguiralent> 


DIRA 
Diagrama M 


Para ol problema 8.6 


el problema 8.9 Para el problema 8.10 


El momento incógnito X, se halla por medio de la ecuación de deformaciones 
84X, + Byp 0. 

Los momentos flectores debidos a las cargas exterior y unitaria incógnita son igua- 

dos a Mp m5 PR (1—cos q), M,=1, teniendo en cuenta que 0 <p <a/2. 

Celculamos 


cias ale 
tn [Ba Vr 


pr aja 
dim Í Mo dez Y ED nao 
5 


ET E). 


Determinamos el momento Xy: 
Arp. Ej 
X= =—PR (0,5 ) .0,182PR. 


El momento flector-en una sección arbitraria del aro es 


1 


M=Mp+4M,Xy == PR (1 —cos q) —0,182PR =PR (0,318—0,5 cos q. 


El diagrama correspondiente de los momentos flectures está representado 
enla figura. El momento flector máximo es Mpyz =0,318PR = 1145 N-m. 


La distancia entre el centro de gravedad de la sección y la capa neutra es 


e=R 


,2544 ora; 
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la tensión máxima es 


a 


8.10. Para determinar el desplazamiento mutuo de los puntos 4 y B:apli- 
camos en los puntos A y B del aro cortado fuerzas unitarias y calculamos la in- 


tegral 
MM 
am | era. 


El momento flector dobido a la carga exterior (véase la solución del problema 
anterior) es M == PR (0,318 — 0,5 cos q). El momento flector debido a la carga 


unitaria es M= —R cos q. Sustituimos estas expresiones en la integral: 


nz 
AE 1 PR (0.348—04 cos Picos pap 


0 


E 0,4S0PRS _ 1,8PR> _ 
(F-o0) ¿E 0,0108 em. 


8.11. Un sistema equivalente está representado en la figura. La magnitud 
incógnita X, se determina por la ecuación 


BuX, + Ap =0. 
Los momentos flectores on el tramo AB som Mp=0, Mom 4; 


10,389PR O31BPR 
> 


0,7826R 
A E 
aróeR 
? 
Para el problema 8.11 


en el tramo BC son: Mp =0,5PR (1 — cos 9), M, = 4; 


€ 2/2 
2 -” 2 4 PR n $ 
dry | Mo Md | q PR acord (51): 
A ó 
A, PR 2 
e E o a S 
X, a 3 AFZ 0 1MPR. 


El momento flector en el tramo 48 es M = —0,111PR; en el tramo BC es M = 
=0,5PR (1 — cos q) — 0,M41PR. El diagrama de los momentos flectores está 
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representado en la figura. El momento flector máximo es igual a Miygz = (0,5 — 
— 0,111) PR = 0,389PR. El momento flector máximo en el eslabón circular 
(véase la resolución del problema 8.9) es igual a Mag = 0,3448PR, 

Puesto que las secciones y las curvaturas en ambos casos son iguales, las 
tensiones se relacionan como los momentos flectores. Por consiguiente, Oax 


del elemento alargado será en un Pe 400% = 22,3% mayor que 


en el elemento circular. 
8.12. Las tensiones máximas actúan en la capa interior del cilindro donde 


2 ri 
Fchrint 


7, 
Tx Mot 


A4=4- Piats 03=0, 03=07==—Pinte 


Según la III teoría de resistencia tenemos 
Ene 


pane SE. 


Ta 0 


De aquí 


S is 
r=rmV ma mo. 


Suponemos que deyi = 27qx1 = 190 mu. Según la 1V teorín de resistencia obr 
tenemos y 


O LL TA E 
(a) Pc ia Pocos 


De aquí 
napa Y do — Infra 
Prior 


Consideramos que dexy = 2rex = 106 20m. 
8.45. En el cilindro interior las tensiones serán máximas cuando r == Fjny 


Foxt=int =83 mm. 


a+r 2, 

dx rin “nea 

o. 4 a E pt 8Opipt—3,04p, 
O E dió 


en el cilindro exterior, cuando ry = med» E 
ñ , 

7 

3) pimp = —0,278pmt =P» 

nea 


p=1,14pi+4,17p. 


La condición de equirresistencia es 
ñ 0 — 00, +. 07 = (03)? — 0507 + (05%. 
De aquí obtenemos la ecuación 4,63p¿,y— 30,92P10p — 6,74p* = O, mediante 


la cual hallamos p qui = 6,9p. Valiéndonos de las dependencias obtenidas ante- 


riormente, determinamos la presión debida al huelgo negativo a partir de la 
condición de resistencia 


VA=00 07 < lolo 4 
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Obrenemos p = 36,5 MPa, La presión interior admisible es py = 6,9-36,5 = 
= a. 
8.16. Igualamos el momento de las fuerzas de sozamiento al momento exte- 


rior: fpx db 5 =M. De aquí hallamos la presión debida al huelgo negativo. 


E 
Pp 92 MPa. 


El huelgo negativo es 


2pd 
A 28m, 


8.17. La condición del comienzo de las deformaciones plásticas según la: 
TIL teoría de resistencia tiene la forma 


0 0 — 0 = 01 
Para los puntos intoriores de la polea tenemos: 
Morin 


Prix 
% LT E e 


De aquí la presión debida al huelgo negativo es 


20 (4 Int y 90 (4. 
a 
El huelgo negativo es a: Sustituyendo aquí la expresión 
de p, obtenemos A=0p1 d/E=0,08mm. Pura el árbol de=p y, Por consi- 
guiente, es menor que para la polea. 


8.18. Según la condición de resistencia ListE be. en 


—L hall 
Tar o 


la presión debida al huelgo negativo p=- (1— . El dla nega- 
ld + 


em 
tivo es A= > Sustituimos aquí la expresión de p. Obtenemos 


opa 
q 
= A 8,2 MPo, La fuerza uxial es P=fpadb=47kN. 
8.49. Tgualamos la fuerza de rozamiento a la de tracción: fondt=P. La 
presión debida al huelgo negativo es p FA TP2MP. El huelgo nega- 


As =0,045 mm. La presión debida al huelgo negativo es p= 


tivo es > Considerando que D->0o obtenemos A=222. 0. 
=0,212 mm. 

Las tensiones en el contorno del orificio, cuando rexi— 00, obtienen 
tales valores: 04=p, 0,=—p. La Lensión equivalente 0e=0) —0,=0,—0,= 


=2p. El coeficente de seguridad es my =1 21 2.82. 


8.20. La presión debida ul huelgo negativo se determina de la condi- 
ción M = jpn dbd/2, de donde p=2M/(ad*b)=59 MPa. El huelgo negativo 


Ed 


rd Di de 
«es OS mel FEF + te) 0,973 mm. 


8.21. Igualamos los desplazamientos radiales de los puntos exteriores del 
tubo de aluminio y de la pared del tubo de acero de paredes delgadas: 


y Paint Mint Pext "Ext An (Pint— Pext) Plnt Púxt _ Pext "éxt 
AS 
E 


AI EN 0] 


Igualamos las tensiones equivalentes en los puntos 
iminio junto con el tubo de acero encajado en éste y 


Prat Ffny 0,247 Prot Téxe | (Pit —0,247P100) "int Péxe ea 


int. Win 0 Tine 


De aquí obtenemos ppt = 1,285p 11, es decir, la presión interior puede ser 
aumentada aproxí 


8.22. Al igual capa 
de cobre y de la capa interior del tubo de acero, hallamos la di 
la presión interior en el tubo compuesto y la presión sobre la 
tacto de los dos tubo: 
¿plásticas en el tubo di 

8.23. El huelgo ne 
X 2fmeg. laa presión 


pendencia entre 


¡perficie de con- 

Según la condición del comienzo de las deformaciones 
bre 01 — 07 = oq, hallamos pyyi = 36 MPa. 

¡yo debido a la temperatura = (Ao —%a0) AX 

ida al huelgo negativo 


a (Geop ao) AE 5,65 MPa. 
EFE: (E o) po (EEE pc) 
A 


En el tubo de cobre (0)max = —2e2,04P/(2,00 — Min) = —25,8 MPa. En el 
tubo de acero (Otm4x = (Mixer E Tinea) P/MExt — "ieg) = 25,7 MPa. 


CAPITULO 9 


PROBLEMAS DE LA DINÁMICA 


9.3. La fuerza de inercia elemental es ¿P = Féizputz. El esfuerzo máximo es 
uv Ñ 
N= Poor j sd + Porn, 
3 


Considerando que w = na/30 obtenemos, según la condición de resistencia, 
NIF < lo) 


md Y EL ap Y/ EEE 


7200 9; ici -10 
mur Y Ep Zar TEE sino 


05. La carga sobro las vigas es Pam, mo) q-+-m2h/10=05:109N, La 
tensión dinómica máxima es n= =160 MPa. 
9.7. La cara sobre el eje es 


Ea 107 
=2,54 m, 


pt O 
La tensión máxima dinámica es 0am=-py=- Ey =07,6 MPa. 
La intensidad de las fuerzas de ¡ne es q=mytr=bhp (na/30) r. 
El me nto máximo es M==q1*/8. La tensión dinámica máxima es 
M_3P (mario P, 
a o 103,8 MPa, 


9.9. El área de la sección de la biela es F = 11 cm”, el momento de iner- 
<ia es 


J =34,92 cnt, W= 13,97 cm. 


La intensidad máxima de las fuerzas de inercia es 
q=pFatr=pP (55) 01900 Nom. 


El momento lector máximo es Msg =00/9V 3) =389N-m. La tensión 


dinámica máxima es 0419 = — =27,8 MPa. 
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9.40, La rigidez del resorte es 
e= Gd'/(8DIn) = 1929 N/m. 
Según el principio de D'Alembert mu* (1+) = 


y; ¡A 
ViE-» rad/s. 


-f. De aquí 


La tensión en el resorte es 


Tan = =118 MPa. 


8PD _ 8jeD. 
dd 


9.11. Mediante la condición mu* (1 + 1) = cf hallamos el alargamiento del 
resorto /= mu*I/(c — mo). La Srecuencia crítica de rotación se determina de 
la condición f — os que tendrá Jugar cuando e = mo%, De aquí 0. = Y c/m = 
= 43,9 rad/s; Mor =419 5. p.m. 
9.12. La aceleración angular es 
600% y2 
0)? 10m. 


a 

O 
El momento torsor es Mygp=7g = 400xN «1. La tensión es 1 = 16 Mop/(ua?) == 
monito de taedo del dla a Im = 1D9/8. La aceleración an- 
gular es emalte=an/(30)..El momento torsor es Myp=Ine= Tom. 


15Mto, 
bb 


La tensión es += 13,65 MPa. 

9,15, Lu variación del huelgo negativo es igual a la diferencia doble de los 
desplazamientos radiales de la Hlanta y los puntos exteriores del disco debidos a 
la acción de las fuerzas de Ínercia: 
cre Y 
Eno 4Edur 


2(u,—u) =2 (pa Pausa) 


ao (tE 0). 


Cuando 2 (u, — us) == A la presión debida al Janelgo, negativo será igual a cero. 
Do esta condición: considerando que w = na/30, hallamos la frecuencia de ro- 


tación: 
MO ir a 
EZ 
EJ Vv Pas 15 
o (Ez Puse) 
9.46. La variación del huelgo negativo es 


3340 1.pam, 


2(u,—u)= 200 


209? yo (o A =0,560- 
ye E Punr) =0,500-10-m. 
Igo negativo remanente Ayem = A — 2 (u, — ns) = 0,44 mm. La presión 
“1 huelgo negativo. remanente es 


El 
debi. 


p=— $52 2.40 MPa. 
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Sumando las tensiones debidas a las fuerzas de inercia y a la presión p, hallamos 
las tensiones máximas en el disco 


(max Ormis EEE paurttor—p. 


"Teniendo en cuenta que «=33-, obtenemos (Omas"=10,7 MPa. La tensión 


en la Manta es 9 =pac00%% + po/t= 247,5 MPa, 
9.17. La variación del huelgo negativo se determina como una diferencia 
doble de los desplazamientos radiales del disco y del árbol (cuando 7 = a): 


2 LE 164) 11 (09489) 0840 1) ad a a 


A panas B+p) as. 


La presión debida al huelgo nogativo es igual a cero cuando la variación de 
dicho huelgo es igual al inicial: 


ES EB+pwadr=A. 


1 
e=ty 
La frecuen: rotación es n= 300/x = 4183 r.pan. 
9.18. La variación del huelgo negativo es igual a 


24, —u) 2 (81) ad, 


De aquí 


POFmS 


40-4 m. 
m. La 


Teniendo en cuenta que (9 = na/30, obtendremos 2 (4, — us) = 51:4 
El huelgo negativo remanente €s Aye = A — 2 (u1 — 114) = 48,0- 
presión debida al huelgo negativo es 
e LArem (00 
PE dado 


Sumando las tensiones debidas a las fuerzas de inorcia y a la presión p, halla= 
mos las tensiones máximas en el disco: 


3 E a+. 
mas EE pas (0+ DN a) +HES p=152NPa, 
(Orea =—p=—47,8 MPa. 
9.19. La rigidez del resorte es 
e = Gd/(8D'n) = 410% N/m. 


La frecuencia es 0, = Y ¿/m = 44,72 1/s. La masa reducida del resorte es 


=47,8 MPa. 


mra= E ZE bmp =0,200g . 
Tomando en consideración la masa del resorte, la frecuencia es 


Y ¿[m+Fmrea) =42,551/s. 


9,20, La rigidez de la barra es e = EF/1= 24-10? N/m. La frecuencia es 
, = V im =1121 1/5. El período de oscilaciones es 7, = 21/00, = 0,0560 a, 


/=0,822 kg. La frecuencia es, to- 
mando en consideraciónila masa del resorte, 0, = V 2/(m E mea) = 4121 Us. 
El período es Ty = 21/02 = 0,00565 s. 


9.24. La rigidez del resorte es e = Gd'/(8D%n). La masa reducida del re- 


1 nd 
sorte es mea =3 3 HDnp. La frecuencia es 


7 a a 
6 V == V FG ts. 


El período es 7 == 0,0909 s. 
23. Escribimos la ecuación de movimiento del sistema, aprovechando el 


principio de D'Alembert: 5 
da pa 
+0 De aquí la frocuencia es == we, Lu rigidoz del re- 
sorte es e=Gd*/(8D9n)=3-10% N/m. La frecuencia es 012,65 4/9. 

9.24. Caso a): la rigidez es c == 3£J/1%; la frecuencia es 1 = Y 3ET/(1P) = 
= 19,51 4/8; el período, 7 = 2x/0 = 0,322 s. La maso reducida de la viga es 


rea Ey mel 21,6 lg. 


La masa reducida de la barra es mpeg =3 “y 


Aquí my = 22,7 kg es la masa de un metro de viga (de la tabla 7 del anexo). 
Tomando en consideración la masa de la viga, la frecuencia es w'= 
= Y 3ET[m TF migoa) Ps 19,10 1/s. El período es 7” = 21/19,10 = 0,329 b. 

Caso b): la rigidez es e =48£J/0; la frecuencia, (0 == Y TEET (mE) = 
= 18,04 1/s. El período es 7 == 0,0805 s. La masa reducida de la viga es 


med ES mol =44,1 Kg; 


w=V BET Fm Pe 74,81 4/5, 7=0,840 8. 


Caso e): Ja rigidez es e = 192EJ/1%; la frecuencia, w = Y 1022J/(mD) == 
== 150,1 4/9, el periodo es T == 29/158,1 = 0,043 s, La masa reducida de la 


viga es Mp4 =33 mel = 33,7 kg, 


w' = VIEJA + rea) Bj = 151 1/s, 7* = 0,0416 s. 

9.26. La igidez de la viga es e, = 3£J/P = 0% N/m; aquí Y = br%/12 

1 momento de inercia de la sección de la viga. La rigidez esc, = Gd*/(8D%n) = 
= 625 N/m. La rigidez del sistema es € = cscy/(61 + cs). La frecuencia es 0 == 
= V cm = 24,62 1/s. 

9.28, La frecuencia de oscilaciones propia del sistema dobe ser igual a. 
w=1,3 1/30 = 163,4 1/s. Puesto que w = Y'c/m, la rigidez es c = mui = 
=267:10% N/m. Por otro lado, c =48£J/1. Obtenemos J = 1/(4BE) == 
= 347,6-40-9 mi, Para una sa Ji = 0,57 73,8 -10-% mi=17 cmns.. 

Se conviene la sección doble T N* 40, cuyo momento de inercía es Y. = 
= 19 062 cm, Teniendo en cuenta ol peso propio de la viga, la frecuencia re-- 
sulta menor, Por eso hace falta utilizar una viga más rígida, por clemplo, la 
desección N* 45, cuyo valor Y, == 27 696 cm, la masa lineal es mo == 6,5 kg/m. 
Obtenemos la rigidez del sistema igual a e = 2:48£J/B = 425,4 405 N/m. La 
masa reducida de las vigas es Mreg = 2-17m,1/35 = 2-47-66,5-5/35 = 323 kg. 


La frecuencia es w' = V 2/(m + mpeg) = 179,3 1/s > 163,4 1/8. 
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moño 


9.20. Lo ecuación de movimiento es 2 + E 2=0, donde a se- 
cuenta a partir de la posición de equilibrio. La frecuencia es == 


% 


(orot=0). Como resultado == Y Dj—Ofat+ 

9.30. La rigidez e del sistema eléstico puede expresarse por un despláza: 
miento unitario 5,, del signiente modo: e = 1/8,,. En este caso la frecuencia es: 
w = Y 1/(18,,). Para determinar ó,, aplicamos en la sección B una fuerza uni 
ria en el sentido de las oscilaciones. Según la fórmula de Mohr obtenemos: 


V Í=0, 08 la frecuencia cuendo no hay rotación: 


d=+7 j mM dr La frecuencia es u= Y 3ET/(2m8). 


1 
9.31, Considerando que las velocidades son Eespopionales a las flechas, 


obtenemos Y = V, sen (n:/D), donde Ves la velocidad en la sección media de la 
viga. La energía cinética del sistema es 


7 [Pra A (24 my sem 232) E mes. 


La masa reducida del sistema es mea =-3 + S) mi sem E 


reducida de todo el 8 


ma es mea =F+2m, 800 == 


06 43-200 304,8lg. La rigidez esc=48E./19=48-2+10-2550-10-4/0%= 
=1193-40* N/m. La [recuencia es má =59,18 4/8 
9.83. La masa reducida de la y a = 05m == 0,5bhlo == 4,67 kg. 


my 
La rigidez es e = 48£J/1% == 500 N/m; aquí IZ 60/12 es el momento de iner- 


gia de la sección de la viga, La frecuencia es w == V ¿Ímpaa = 17,30 4/9. La so- 
lución oxacta da: e = 17,42 (/s. 

9,34. 1), Árbol rígido. La frecuencia crítica es gy = 1,361n/80 = 424 1/8. 
Por otro lado 


0 =V Eme V BET¡Em)= Y InER JAEN). 
De aquí hallamos ol diámetro del árbol 


4) 


2). Ártol flezible. La frecuencia crítica es opr=F3y= 104,7 4/s. Según: 
la fórmula (4) el diámetro del árhol es d = 4,80-10 . 

9-35. Aplicando al disco un momento igual a la unidad determinamos el 
desplazamiento unitario 


LAS 
u=37 a A 


La frecuencia es: 


El momento de inercia de la masa del disco €s J]y = mD' 


eV IZ a VA as 


2:37. La posición de la sección lija (de nudo) A del árbol se determina me- 
diante la condición de igualdad de las frecuencias de oscilaciones de ambos discos: 


EA TA 
eV P2-Y FE. 
De aquí obtenemos a/b=J.ma/J;y> Puesto que a--ó=1, tenemos aman 


+ Ima). La frecuencia es 0 =YGJ, Fm FI m0/QT ma Tm: Los momentos 
«de iéroia de las masas de discos son 


Ima = MDYE: Ima == maDY/S. 
Como resultado obtenemos 


1 208 Dima DD 
WS Y o 


leces o los 


9.39, Para que coincidan las frecuencias deben ser iguales las rigidos 
lo la masa: 


«desplazamientos unitarios en ambos sentidos de las oscilaciones 
€, > 7 0 01, = Uy. Tenemos 


E = P/USEJ); Sas = (0/3 + UADNES). 
Igualando estas maguitudes, obteneraos la ecuación para x= = 
Pr — 16 =0, 


De aquí hallamos x => 3,04, es decir, r == 0,331, 

9.40. Sin tomar en consideración ¡a fuerza de compresión. La rigidoz es e = 
m= 48£J/P, La frecuencia es 4 = ABEJ/(mE) —= 54,92 1/8; aquí J = ndt/64 
es el momento de inercia de la sección de la barra. 

Tomando en consideración la fuerza de compresión. En el punto de aplicación 
de la masa aplicamos la fuerza P »ndicular al eje de burra ñA componemos 
la ecuación diferencial de la flexión transversal longitudinal de la barra: (0 < 


Si < Uv + tom E donde k= Y N/(ET) . La solución general de 
la ecuación tiene la forma 
» = C, cos kx + Cy sen kr — Pa/(QN). 


Empleando las condiciones límites v =0 cuando x= 0 y v" =0 cuando £ == 
<= 1/2, obtenemos la ecuación del eje deformado de la barra 


¿o Pants, Pz 
ZN Ecos (H72) —2N* 


La Mocha máxima es mas =397 («E-4) . Suponiendo que Dyngx=d 
2Nk 


hallamos la rígidoz e=P= Calculamos 


TE 0/2) 72 * 
M= Mey= EL 31 000 N, Y Ep=140t 1/m. 


La frecuencia es 


.e=y L-w 1/8. 


9.41. Aplicamos al extremo de la barra la fuerza P fespesiltcilas asu 
fe ¡¿esación: diferencial de la flexión transversal longitudinal de la barra ti 
forma. 


Elf =P (DAN) 
o bien 
Y + om P (1— 2MET) + Ni/NES), donde 4% = N/EJ, 
La solución general de la ecuación 
v=C,coskz + C,senko + P(—2/N +1. 


Empleando las condiciones límites v = 0 cuando x = 0, v 
y v = [cuando == 1, obtenemos la expresión de la Hlecl 
kb:(kN). Suponiendo que f = 1, hallamos la rigidez 


e=P=N(ki—kD, 


O cuando x =0 
=P (q 


donde N=mg. Calculamos ¿=YV NXED)=V IEmENEDP]=2,742 1/0, kl= 
=4,356. La frecuencia es ee de 


o=YV me V HA =V SET2 12/4334 —1,350) =2,87 4/8. 


Cuando la fuerza de tracción es N = mg. Eu este cuso la ecuación diferen 
cial tiene la forma 


"Bom PU NE — 


(ES). 
La solución general do la ecuación es 
v=C,chár+Chke—P ((—aN +1. 
Las mismas condiciones límites dan la siguiente expresión de la flecha f= 
=> (Kl — th kl). De aquí obtenenaos la rigidez c == Nk'(kl — th Ki), Cal= 


culamos la frecuencia ) = Y ¿RT — MAD = 7,44 1/s. 
9,42. La frecuencia de la fuerza perturbadora €s 6 y = 100/30 == 94,25 4/9, 
La résonancia tendrá lugar cuando «== 0pgr. Tenemos == 1/c/m= 
= Y IET) = Oper- De aquí calculamos l, =+ JEI/M07py) = 1,2 1. 
Para que Ww==1.3Wper el motor debe ser instalado a una distancia l= 
=1/Y (oJ0peri = 1 m. La amplitud de oscilaciones forzulas es Am 
Do, 


OS 
a la amplitud de la fuer: 
A 
3ET [(—(Operjor] 
propio del motor 


151, es la flecha debida a una fuerza igual 


. 
porturbadora P,, dono Sy ==¿ 7; calculomos 


=0,32-10-7 m. La flecha estática debida al peso 


vest=mgl9/(SEJ)=0,644-10-2 ma 
La tensión estática es dest = mgl/W = 26,7 MPa. La flecha máxima durante 
las oscilaciones €S Umgx — Desi FA = Vest (1 + A/0es1). El coccifiente diná- 
migo es En 1 + A/0est = 1,5, La tensión dinámica es 015 = Kandest = 
= 39,6 MPa. 

9.43. La fuerza X que actúa sobre la masa m a partir de la viga se deter- 
mina de la condición de que f=»— 0y/2= X/c, de donde X =ev— 


—< $ Se Opert. La ecuación de movimiento de la masa es mo+X 206 


250584 385 


a 
L7 sem part, donde a? =cim = 48E3/(mb%). La solución dela 


ecuación diferencial tiene la forma: *= C;sen pst. Obtenemos v= 
LO Se per? 


aseo. La flecha de la viga esf=v— 30. 


“irecuencia propia es 
 = VISET(aP) = 35,07 1/s, 
La flecha dinámica de la viga (véase Ja solución del problema anterior) es 
0.50 
¡2 A 40 
opt ] 


La tensión dinámica es 09 == A/W == 12EJ (1572 
MEl/QUV) =94,7 MPa. La tensión 


= Vest + Dam = 2134 MPa. 
4:45. La ecuación de movimiento de la masa es 


mi4 e (2— Za) = 06 24 w%z == Pr sen Opel. 


2. 


118,7 MPa. La tensión 


La solución tiene la forma: x =A sen Wpe;?. Obtenemos 
ñ 


seno 
Top jar" 


El alargamiento del resorte es 
ho 


E SEM (perl 


+(2—r sen Wpert) O bien h=hest= 
9.46. La amplitud de oscilaciones es 


ART (1 
V (Liz) + E er 


er 


donde v, es la flecha debida a una fuerza igual a la amplitud de la carga pertur- 
badora. Calculamos 
Par 10-103.2,57 
o . =1,06-10- 
Sr 1006-10, 
2n = a/m = 26 -10%/1000 = 26 1/8. 

La masa reducida del sistema es mp4 = m + 2 (17/85) myl = 1530 kg (aquí 
mo es la maso lineal de la viga). La frecuencia es 


ay El =62,5 1s. 


Mediante la fórmula (1) hallamos ahora 4 = 3,85-10-2 m. La flecha estática es 
tesv= mgl/A8E-2J) = 2,44-10-9 m, 


La tensión estática es 


Dest = mel/(4-2W) = 65,5 MPa. 


La tensión dinámica es 
Din = Cost (1 + A/vest) = 168,9 MPa. 


9.47, La masa reducida del sistema es mp4 =m-+2 (17/35) mol = 
= 623,4 kg (aquí mo es la maso lineal de la viga). 
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La frecuencia es o=V ABE mr =51,20 1/s (Y es ol momento de 


inercia de la sección de la viga). Considerando que Ope; = 0, hallamos la fró- 
cuencia de rotación durante la resonancia 


Rot = 30wín = 489 Epa. 


estática eS. agp 


ti 
== mgl/có cam) =20 MPa. La tonsión dinámica 68 Oya =,0en FAO o 


93 MPa. 


9.48. La ecuación de movimiento ilel sistema es 54 w%o= a sen Oper. 
donde a = P,/m, La solución general de la ecuación es 


vo= Cycos wl + Cy sen ot + Dperte 


Según los datos iniciales y =Ú y y = 0, cuando £ = 0 hallamos 


Calculamos Wper=:19/90= 62,83 us 0 Y BE-ZI MI = 07,33 1/s, 
La amplitud máxima es A= A 10.47.40 m. La flecha 


estática es Ves = mgP/(48E -2,) == 2.164 10 a La tensión estática es Des 
== mgl/(4 +2) == 15,86 MPa. La tensión dinámica 08 04 = Ost (1 + A/ 
'» Durante ol régimen estable la amplitud A Pym (0 008 25)) 


.a tensión dinámica es Oia = Dest (1 + 41/0041) = 55,05 MPa. 
9.49. La rigidez es 


Um 2 - (d1+df)=230 Nom. 


La frecuencia es w = Y 277, = 7,68 1/s. El ángulo de giro del volante debido 
a la acción de un momento igual a la amplitud del momento perturbador es 


Po = Mile = 0,847 rad, 2n = 2/17 =1,5 Ms. 
La amplitud es 


A A A 0146 rad. 
AE 


El momento correspondiente es Maya = 0-4 = 34,46 Nom; 


16Mar 
pda 09 MPa, 
my 1 Mann (Ad 8 pa. 


2 ad 
9.50. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 


—=mz en po iza—2)=0, —mi—e 22, 1=0, 
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donde x, es el desplazamiento de la masa superior, x,, el desplazamiento de la 
masa inferior, e, la rigidez del resorte. 

'La solución del sistema se halla en forma: x, = A, 005 Ot, 24 = Ay 008 0f, 
Después de efectuar la sustitución obtenemos 


Qe — mou?) A, — cy =0, —cA, + (ce — mt) Ay =0, 


Al igualar a cero el determinante de este sistema de ecuaciones obtenemos la 

ecuación de frecuencias mw — 3em* Ec? = O, Las raíces de esta ecuación 

son; 04 = 0,618 Y 2/m, 04 = 1,618 Y z/m. Calculamos la rigidez del resorte 

em Salon) = 20,25 -103 N/m. Las frecuencias son: w, = 19,66 1/8, 0, = 

51,48 1/3. La relación de las amplitudes es 4/4, = (c — mu/e= 1 — 

= mas, Para la primera frecuencia 41/47 = 0,5485 pata la segunda, Ald.= 
9.51. Las ecuaciones de movimiento son: 


—8pymiz 8 maza = 21, —Ós Mir —Ó 9 Mp2 = a. 


La solución del sistema se balla en la forma: x, = A; C08 60t, 24 = Ay COS 0. 
Después de efectuar la sustitución obtenemos 


amo? — 1) Ay + 8maota, =0, 
BamiotA; ++ (Oggm¿o? — 1) 4¿= 0, 


Al igualar a cero el determinante de este sistema, obtenemos la ecuación de fre- 
cuencias (6,1043 — Sjo) mynywt — (Sm, + Ógama) w0* + 1 = 0. En nuestro car 
mtm, O me Day AR/QAGES), 859 = Oy, = TU/AB0ES). La ecuas 
Sión" de frecuencias obtiene la forma 19% — 16: +1 =0, donde == 
==mu*1/(48684). La solución de esta ecuación es 7,=1/15, 2=1. Las frecuen- 
cias som: 01 == V 480£72/(m8) = 73,7 1/8, 0, == V A86EJ2,/(uP) = 285 1/8. 


9.52. Las ecuaciones de movimiento dol sistema sou: 


— 8 tmp bpMEZP, 8 Im — Baz 
La ecuación de frecuencias correspondiente es 
(éggózz — Ox) MIiptot — (BggTm + Bs) o hd O, 
"Peniendy en cuenta que J] = mD?/8 e introduciendo la designación z == 
= mw*'R/(EJ), obtenemos 
0,00135:* — 0,2: + 1 =0, 


Las raíces de esta ecuación son: 3, = 5,18, 2, = 142,9. Las frecuencias son: 
wm =Y ETB = 26,3 1/s, 04 ) = 138 4/8. 
9.53. Las ecuaciones de movi 


9 —badad — Sanz = 2. 


La solución se halla en la forma y = A, cos ot, x= 4,005 01. Después de 
efectuar la sustitución obtenemos 


Ggg4ms? — 1) Ay + Sgsmoña, =0, 
OxqImotA, + (Emo? — 1) Ay = 0. 


La ecuación de frecuencias es 
(Orodzz — ga) mI 06 — (Soga + bam) 0% +10. 


En este caso Sy = UGES). Óye = Ósp = LIGED), Bye = 20/8E4), dond 
es cata de Verna MZ acción de 1 Estructura. nl 
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Al aceptar la designación mu*R?/(3£J) = 2 la ecuación de frecuencias se 
representará en la forma 


e bien 

0,021% — 2,022 + 1 =0. Los raíces de esta ecuación som: 2, ==0,4975; 
1, = 100, Las frecuencias son: w, = Y 3ET2,/(m1). La primera frecuencia es 
da 5,41 3/9. La segunda frecuencia es 0d, = 16,75 1ís. La relación de ampli- 
tudes es 


Ar 1 bs0 m0? _ AMO GEN 1 Jo 
Ay Emo? RRE) 2 Im? 


m/rad. Para la segunda frecuencia 4 y/4, = 
y es: (Gy80 — So) Ilo — (pd + 
+ 8007) ot + 1 0, donde:Sy = Epa = 31/1604 y), dy5 == UUÓG) y). Dre 
designación o*1/(166J_) == z llegamos au la ecuación 

Ida — IM AID 0. 
Los momentos de inercia de la masa de los discos som: Jy =m,D/8 


== 0,4152 kgum?, Y, =maD3/8 = 0,258 kg=w. La ecuación de frecuencias 
tiene la forma 0.23892% — 1,1432 + 1 = 0. Las raíces de esta ecuación son: 


2, == 1,205, 2 = 3,514. Las frecuencias s01 Y 160T ps Mo La primera 
frecuencia es 0, = Y 168 -10W-12.88:107 ) e 223 4/5. Lo segun= 
da frecuencia es 0, = 379 1/s, 


9.55. Las ecuaciones de movimiento del sistemu son: 
HA 0 
IA — a lo — a) E a (a — Gal 
— 0 — Ca (a — 9) O 


La solución se halla en la forma q, = 4, cos tt. Después de efectuar la susti- 
tución obtenemos 

Pote) Ay ho As 0, 

081 + Do — 0 — 0d As +0 

Ar + Vu? — 6) da = 0. 


o, 


Igualando a cero el determinante del sistema, obtenemos la ecuación de frecuen 
cias 


0 Cy Ce Lititds a 
(eta DG mo. 


Una de las frecuencias es igual a cero. Las frecuencias que no equivalen a cero 
se hallan mediante la ecuación «' — 3500w* + 2-10 = 0; 6, = 26,8 1/8, 
07 = 52,74 1/s. La relación de las amplitudes es 


Para la primera frecuencia 4, : Az 


» :4:3,56£. Para la se- 
gunda frecuencia A, 349343 = 0.219:4: . 
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9.56. Las ecuaciones de movimiento son: 


—8, mx, —5y¿m2a+0,(P cos post = 


—bayimi —Ópamiy +84 P 005 Wport =2a> 
La solución se halla en la forma 7,=4; C0S Wpert» Después de efectuar la sus 
titución obtenemos 
(1 —5mu?) A, — É2mo?A, = 8,,P, 
— ma, + (1 — Ó¿¿m0%) Az = Ó21P. 


De aquí hallamos las amplitudes 
61 —MOjer (611052 —8ta) 


A dh maes — On FS) moja PT 


P, 


Calculamos dy =baa=300/(48 -27)==0,4895-10-4 10, Siam by =70%/( 
= 0.8371:10% mm." Wer = 12/30 == 50,27 4/s, A, SS 14.46-10-1 10, de 
= 14,66 -10-2 m. Las 2urgas dinámicas correspondientes Pam: Y Pais Se de- 
terminan por medio del sistema de ecuaciones 


OP aim + ÓParma = Ax Sn Para + Ó29P ama A Aa 


Puesto que los valores de A, y Az 50 distinguen poco, suponemos (pa 
ficar el cálculo) que A, =A,= 14,76-10? m. Obtendremus 


Paros = Para = Ar/(Ón: + 811) = 19,15 KN. 
Tomando en consideración la carga estática, hallamos 
Ponáx = Par + me = 24,05 KN 


y la tensión máxima Opyp = M/QW) = Papa /(2W) = 83,2 MPa. 
9.57. Las ecuaciones de movimiento del sistema son: 


— amy zi —Ó19maza +ÓL1P 608 Opert=2, 
—6apmi7—Ópamaza + Óp1D 008 port =22- 


La solución se halla en la forma z, =4 ¡ COS (pgst. Después de efectuar la sus- 
itución resolvemos el sistema. Determinamos la amplitud A: 


La condición de amortiguación de las oscilaciones A, = 0 da: 
Sy A—Ó72M403 op) + Ólama03op=0. 


De aquí determinamos la masa del amortiguador de oscilaciones ma = 
= 611/l(611052 — Sis) Ojorl. En este caso 8, = 07, = 4P/Q43ÉS), de = 
= 1P/(486E/), Oper = 18/30 = 62,83 U/s, Tenemos my = 259,283/(Pojpy) = 


= 16,8 kg. 
bo éLa fecha éstática es Bes = ma/(68E7) = 0,0293-10-2 m. El co- 
eficiente dinámico es Kq =1 + VI + 2M/d01 = 83,6. La flecha dinámica 


es. dam = Kamen = 234-107 m. La tensión dinámica €s 045 = KajoTest = 
EN ia 
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A .50. El alargamiento estático es Beye = mel(EF) = 0,0156 -103 m. El 
coeficiente-clinámico, sin tener en cuenta la masa de la barra, es 


Koi = 1 Va 5, 
El alargamiento dinámico es 24m. = Kames: =5,60-103 m. La tensión di- 
y o mea Ele 


námica es 041 = Kajyne/F = “coeficiente dinámico, teniendo en 
cuenta la masa de la Parra, es o 


A A 
Ki=t4y/ — 4 > donde my = 222,47 kg 00 la masa 
hu (Le) 


de la barra. Obtenemos Kin =356, %atn = Kgindest = 5,55:10-3 m, 0d1n= 
= Kiyping/£ =556 MPa. 

9.63, Después del choque la velocidad del movimiento del sistema es 
v, =mu/qn + my). La energía cinética del sistema es 7 = (m E my) 0/2 = 
el miv/[2 (m + mul. La energía potencial de la deformación del resorte es 
Y = PA/2 = ¿p2Din/(G40. Expresamos P por la tensión: P = nd1/8D). 
Obtenemos U = atdiDarr/(166). 


ésto que 7 = U hallamos 


Do =327 Mo. 


_mo 
== Y mtm 


9.64. Expresamos la energía potencial de la deformación del resorte por 


la tensión T: 


U = Pi/2 = aTdtDnr*/(166). 
Puesto que O = 7 = mv?/2 hallamos 


9,66. Lu tensión varía a lo la de la barra de acuerdo con la ley Lineal 
o = Samz/l. La energía potencial de la deformación es 


La energía cinética es 7 =m*/2 = Flpu/2, Puesto que U= 7 hallamos 


din = vV 3Ep = 206 E 

9.67. La energía cinética es 7, = Fipot/2. La energía potencial de la de- 
formación de la barra es U, =0jFL/6£) (véase la solución del proble- 
ma 9.66). La energía potencial de la deformación del tope (suponiendo que las 
tensiones son iguales a Ogin en todas las secciones) es Y, = 0%ypFl/2. Puesto 
que 7= 0, + Us hallamos 


came Y/ 7 


9.58. El momento de inercia de la masa del disco es Jm =mDY8 = 
= 0,25 kg:m". La velocidad angular es w = 1n/30 = 011/s. Igualamos la 
energía cinética del disco a la energía potenetal de la deformación del árbot: 
Ims*/2 = Miorl/(2CJ y). De aquí Meop = Y Ty G7 pit. La tensión taugencial 


en árbol es 
Mier 2 V 57m 
Tala: W, al =1190 MPa. 
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9.69. Puesto que U = 7, cAdin/2= mv*:2, de donde Ag =»V La 
fecha estática es Aggt = mgrs. El coeficiente dinámico es Kgyn = Agro/ Best = 
= (o/8) V ¿/m, donde e EL SS = 9.6 -10%N/m es la rigidez. Mallamos 
Kain =2,23. La tensión estática eS Oy = mel! W 
="Rá9 MPa. La tensión dinámica es 091 = Ages = 16.8 MPa. 

9.70. La energía cinética de la viga Cayente 08 7 == mu%/2 = my21-2gh/2 == 
= 2moleh. La energía potencial de la flexión de la viga cargada con una carga 
uniformemente distribuida de intensidad gan es 


1 


P 
Mm A (ff gamrty2 dimt 
e 


De la condición 7= U hallamos q41 y luego determinamos el momento flec- 
tor máximo Mipgy = 0410 15/2 = Y 10ÉTmogh. 


9.71. La ecuación que describe las oscilaciones del anillo tiene la forma 


E 2 
it ze HR 4 05 142 cos on 107 =O, 


donde 


con a sobreentiende la frecuencis 
der. el h-ósimo valor crítico de la carga; con a, el coeficiente de excitación; con 
4 Y g1 cos 61, las partos constante y variable de la carga. 

La resonanciá paramétrica de iésimo orden tendrá lugar si la frecuencia 
de excitación se aproxima a 1, = 20,/1 y el cooficiente do excitación supera el 
valor crítico pay = VE, dondo 6 = 2e. (Wu: T= y es el cocficiente de 
amortiguación de,oscilsclones propias, tomando en cousideración la componente 
constante de la carga q. 

Considerando que e < 01, obtenemos la expresión dle la carga ger = 
= 208) (12 — 1/R y del cueficiente de magnetoestricción 


ones propia cuando 4 > 2: por 


Door =20 gr (A) 


| Sustituyendo ón esta fórmula los valores de las dimensiones y k = 2, obte= 
'hemos (> es la anchura de la sección) 


Paez =9-104>7,5-10, 


Por consiguiente, las oscilaciones paramétricas no aparecerán. 
Lá frecuencia propia inferior (cuando k = 2) es 


=V7 Ep 


F3=90 Hz. 


La frecuencia de excitación es f¿ =2»900/1 Ha; hallamos f. = 1800 Hz cuando 
tiene lugar la resonancia paramétrica principal (t= 4). 
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72. Durante un fameo de flexión y torsión surgen fuerzas variable 
adicionales acrodinámicas elásticas y de inercia que provocan oscilaciones de la 
construcción. La fuente de la energía de oscilaciones es la energía de la corriente 
de aire que el ala encuentra. Cuando la velocidad del vuelo se acerca a su valor 
exítico la amplitud de oscilaciones crece, 
lo cual puede llevar a cabo la destruo 
ción del al 

En la figura están” representadas 
las fuerzas adicionales. que se producen 
durante el movimiento del ala hacia 
arriba (flexión) y el giro simultáneo. a 
cterto ángulo, de la sección en el sentido 
de las agujas del reloj (torsión). g 

La flexión" del ala y el desplaza 
iniento de traslación vertical unido a ésta 
disminuyen el ángulo de incidencia y 
provocan la aparición de una fuerza aero; 
Iínámica adicional Py aplicada en 
loco del ala A y dirigida en dirección 
opuesta a la del movimiento del ala 
durante las oscilaciones: 


Para el problema 9.72 


La torsión conduce a ln aparición de una fuerza Pg aplicada también on el 
loco. Si 0 es positivo (el representado en la figuras. el ángulo de incidencia. 
del ala disminuye. la fuerza sustentadora disminuye, la: fuerza adicional estará 
dirigida hacia abajo 
poz 


Po= EL io 


Además en el centro de flexión del ala K estará nplicada la resultante de- 
las fuerzas elásticas surgidas durante la flexión 
Polas = 1d 
donde cy es la rigidez en flexión del ala. 
El momento torsor adicional de las fuerzas elásticas que resisten a la tor. 
sión del ala es Mejus = £1019/1. El momento torsor está dirigido al encuentro: 


del ángulo 0. 
La fuerza de inercia aplicada al centro de masas £ es igual a 


Pap = my —Ó tem — 290). 


Esta fuerza crea un momento respecto al centro de flexión K 


Min=M Y la n— 28 (tm — 1) 


Las direcciones de las fuerzas correspondientes a los vaiores positivos de yy. 


Y y 8 están representadas en la figura. 
Componemos la ecuación de equilibrio del ala, teniendo en cuenta las fuer= 
zas de jnercia. La suma de las proyecciones de las fuerzas sobre el eje y es 
er emy— mb (am—2 + Po+Py=0. 
La suma de momentos respecto al centro de flexión X es 


O on tr 0 IO la Py + Po añ) =0 


¡La solución de estas ecuaciones se halla en la forma 
y=ye0t,  0=0Yetót, 


Después de efectuar la sust 
obtendremos la frecuencia de os 


ción de estas expresiones en las ecuaciones 
¡laciones y la velocidad crítica del flameo 


e E 
Y are 


Utilizando los datos del problema, hallamos va1a = 241 m/s. A este valor 
corresponde la velocidad en km/h escrita en la respuesta. 

9:73. Escribimos la ecuación de Lagrange (como en la solución del proble- 
ma 7,54), considerando que la fuerza estática P y su potencial Y son iguales a 
cero: 


d (or av 
cd IC 
aquí 7 es la energía cinética del sistema 
ñ 
ret Y ón as wm 
3 
y U, la energía potencial 
ñ 
Y ES pa 
U z $ vids. 
i 


Recordamos que el punto sobre la letra significa la diferenciación según el tiem 
po y la raya significa la diferenciación según la coordenada adimensional y = 
= »/a. donde a es la longitua del elemento finit 

Haciendo uso de las dependencias y designaciones empleadas en la solnción 
del prublema 7.84 (donde están dados los cálculos detallados), hallamos 


de 
To= Hs 


Fa. 
Da OM, 


Es fácil ver que las matrices de las masas M-, y M¿-4 caiocidirán con las ma- 


ttrices de los elementos de frontera del proble: 
24 3 2 3 
M=[ sl Mim [ E 


La energía cinética del sistema completo es 


Fe . . Fa ». . 
TT rt Ed O Mio q DMA, 


«donde M es la matriz global de las masas de toda la bárra. Ésta se obtiene suman- 
«do los elementos correspondientes de las motrices Mj=¿ Y Ma-9i 


r46s 0 
mos l- 


La energía potencial de la barra (véase el problema 7.73) es 
EJ 
350 Eq, ch 
donde 2 
20 
os): 
Sustituyendo 7 y U en la ecuación (1), obteneraos 
pFe po E o, á 
090 Ma +7 Kg=0. 2 
La solución de la ecuación (2) se ballará en la forma 
qe = Ay cos ut, 6) 


donde 4; es la amplitud de oscilaciones, w es la frecuencia propia. 
La sustitución de (3) en la ecuación (2) vos da 
E or ER mo. 


U 


K= 


Teniendo en cuenta que a == 1/2, escribimos esta ecuación en la forma 


o A 
Abriendo el determinante, obtenemos 
13 1 
(a) (8-4 4) =0 


= 9,054. La comparación con la solución exacta se da 


de dondo A, = 4,768 y 
on la respuesta, 
9.74. En el caso que se examina 


v(s=0)=0, M(s=0)=00 bien ¿old = 


Del mismo modo que en la solución del problema 7.74 ballamos para el ele- 
mento 12 


= +08 


Ds 
para el elemento 2-3 
Dan = ds Ha 
Determinamos la energía cinética de la viga 


Fa 


, 
MS 


ó 
Fa - .. . . .. . 
Ay (9007 +2-Hdada +1200 + 00078+2:54G ada + 1200)1> 


En la forma matricial será 


pFa 
2030 7 Mars 


Tata 


T= 


pFa S 
a 904. 
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Aquí por A,» Y Maza se designan las matrices de las masas de los elementos 
422 y 23) por M, la matriz de Jas masas de toda la barra; 


mel 


re o 


a A 


La energía potencial de la burra (véase la solución del problema 7.78) es: 


EJ 
=7 q "Kg. 
Aquí 
5.0 
k=[0 6] 
Luego 


AA ae Rg=o. 


Expresando Ja solución en la forima 9, = Ay cos «of, tendremos 


e me EL K=0. 


Teniendo en cuenta que a = 1/2, llegamos a la ecuación 
51 
re o 
1 
zm 


'. La comparación con la solución exacta se da 


0. 


De aquí %, = 3,148, hy = 
en ln respuesta 

9.15, Utilizamos la solución del problema 7.84, considerando que la carga 
estática P.=0. La ecuación de las oscilaciones propias de la barra tendrála 
forma 


Pra y. El 
E Ma 


5 Kg=0. 4 


Elegimos Ja solución de la ecuación (1) en la forma q, = A, os (1. En este caso 
MMB— K,=0, e 


) es el vector de los coeficientes de frecuencias de las 
la barra 


ELA 


donde 24 = 04, 44, 
oscilaciones propias 


Ky=Kd, d=630- 


Lu ecuación (2) puede, ser reducida a la forma 
MY = K¿MA, 


donde 1 es una matriz unitaria. 

De éste modo el problema se ha reducido a hallar los valores propios de la 
matriz K,M- que puede ser realizado en un ordenador de tipo EC con ayuda del 
subprograma NROOT. Los valores de las primeras cinco frecuencias A, - . -» Aga 
obtenidos de este modo, están dados en la respuesta comparados con la solución 
exacta, 
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9.76. En comparación con el problema anterior varían solamente los ele- 
«uentos siguientes de la matriz de masas M = [m¿y] y de la rigidez K = [kp, ¿1 
1<1<10,1 <<! 

ia Mya = 306 + 234 = 540, Mp3 = Maa == — 
= —mzo9 == 56 +33 = 2, 
May = Migas = 64 12 =18, 
= hos 124345, haa la = —haro = 
=6-3=3, 
Ear = Kio = 443 =7. 


Los valores de %y, . . .» %s obtenidos del miso modo que en el problema 9.75 
se dan en la respuesta comparados con la solución exacta. 


CAPITULO $0 


RESISTENCIA A LA FATIGA Y FLUENCIA 


(09) — PAL m 48 MPA: 


a [55 U—=R+ vo d+ Ri 
tensiones en el perno son 
=4N qpxlirai=68 MPa, O myy 248 ppp lia fi= 2: 
a =(Om4x—Opip!!2=22,7 MPa, 
Por medio delos gráficos del problema 10.4 determinamos Kg = 3 y €p = 0,83, 
El factor de seguridad es 


Op 140 
1 alto ni Vodm SETE 


10.3, Del gráfico en los datos ilel problema (fig.b) se halla s0==0,88. 
Para el pulido B=4. El momento flector múximo es Myg=-> (4,25 


MPa, 


—1,25)-401220,015P; W=-Z2 (I—a0R2,75 cm? (aquí e dell, O 


O.015P máx OMS jp, 


283,0 MPA, Opina e — (62,7 MPa, 04m 


= 2m4x min 473,2 MPa, om 26X TODD 110,4 MPa. El factor de 


z 
soguridad es 
EN e 
A 
10.4. Las tensiones del cielo son; 
BP ax D 
Tar = 2 422 MPa, 
Proto 017 
* mn. 5? = r =256 MPa, 
min Py mts = 735 más 


El Pide 
1p= His TDi 3 MPa, im= Im hmin — 239 MPa. 
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10.5. Las tensiones del ciclo son: 


ECAAN 16M ma 
lo — 103 MPA, Tp =p 0.MPa, 


Tm=106,MPa, —to=ST1MPa, 


Mediante la tabla 11 (véase el anexo) y tomando en consideración que 0; == 
= 800 MPa, h/r >= 5, r/d = 0,02 hallamos el coeficiente Xz = 2,22. En los grá- 
ficos de los problemas 10.3 y 10.5 hallamos e; = 0,8, $ = 0,85. Caleulamos ed 
coeficiente Kqy: 


Kiz=KxJer +1/P—4=2,95. 


El factor de seguridad es 
ty 
"era Di 

10.6. Por la tabla 11 del anexo determinamosel coeficiente Kw; .r/d = 
= 0,033 = 0,03, 1/7 = 2,5 (en la tabla no existe este valor). En la inbla de 
0, =_700 MPa hallamos que cuando A/r = 2£+ == 1,59, cuando lr == 3 Kg = 
ZE 1,72. El cooficionte Ky para h/r = 2,5 se halla por medio de la interpolación 
Tineal: Kx = 1,65. Con ayuda de los gráficos de los problemas 10,3 y 10.4 halla 
mos €; = 80 = 0,78, P= 0,9 y Juego 

Kxz=Keler+1/B1=2.23 

El coeficiente de asimetría del ciclo R= Tmin/Tináx == Mmin/ Minox == 025- 
La tensión admisible es 


2%, 
ES TES TN 


La tensión admisible según el límite de fluencia es [1] = 1p,/n = 125 MPa. EJ 
momento máximo admisible es 


4,27. 


Max = Ein) 187/16 == 4,441 KN -m. 


El momento mínimo es Mp = 0,25Mpp4z = 1,4 kN-m. 


10.7, Las tensiones del ciclo son: 0, = 32Myy4x/(14%) = 47,7 MPa, Op = 
= 0. El coeficiente de concentración Xy se halla por la tabla 11 del anexo. 
Para 0, = 500 MPa y A/r = 2, r/d = 0,05 tenemos Xo = 1,76. Por los gráficos 
de los problemas 10.3 y 10.4 determinamos €y = 0,55, f = 0,9 


Koz=XKo0/Jt0-+1/P1=2,18. 


El factor de seguridad es n == 0./(K¿504) = 1,92. 

10.8. Las tensiones del ciclo son: 0, 32M/(ad*) = 61,1 MPa, 0 = 
Por medio de la tabla 42 del anexo, para el encujado a presión, cuando 9, 
= 800 MPa y d= 50 mm hallamos el coeficiente de concentración Kop 
= 3,96, El factor de seguridad es n= 0. (Xp 04) = 1,49. 

10.9. Con ayuda de los gráficos de los problemas 10.3 y 10.4 hallamos: 
ta = e; = 0,74, B =0,85. En la tabla 11 (véase el anexo) hallamos los coefi- 
cientes de concentración de las tensiones Kg = 1,95. Xy = 1,62. Calculamos los 
coeficientes Kyy Y Kqs! 


Ros Koles+1/P-1=2,81, Kyz=Kr e +1/P— 


2,37. 


Los factores de seguridad parciales som: 
n= = 

"E 00 + dom 
de fa 

E 


El factor de seguridad total es n= 


Para el árbol pulido B=4, K, 
= 249, 19 = 300/2,04:80 = 1,70, n= 4.54, 1 =10- 

10:10. La potencia es N = Miopo = Miprrta:30. El momento torsor en el 
ichoL 95 Altas = 301Y/nn = 382 Ni La carga sobre un diente de la rueda den- 
tada es 


P = 2Mop/D cos 20? = 0773 N 
Sección T. El momento flector M, = P: 10-112 = 152,4 X «m1. 
Las tensiones son: 93241, (adi) = ax=10 Mior/ Cad] e 
44,7 MPa, 1, = Tmáx 2 = 20,55 MPa. En la tabla 11 (véase el 
0) hallamos los cocficientes de concentración de las tensiones debidas a la 
arista hueca; 4/r = 2, r/d = 0,042. Pi 500 MPa y r:d = 0,03 hallamos 
Kg =1,82. El coeficiente K, te halla medinnte interpolación 
lineal Kg = 1,82 — 0,012 78. Kg==1,54. Según los gráficos 


de los problemas 10.3 y 10.4 se letermi Ly = 2, = 0,87, f —=0,9 y lu 
Mon Ae E 1 a 
El tes ¡le concentración debidos al ajuste de la rueda dentada se hallan en la 


= 3,05 

El coeficiente para el árbol de diámetro d = 36 mun se calcula por medio 
de interpolación Asp == 2 Kx 2,0. Tomamos en consideración los e 
«cientes de concentr: 7] puesto que éstos son mayores que los 
correspondientes coeficientes para la la hueca. 

Los factores de seguridad parciales son: 


Ex 200 

E SEE 

DN IE o 
RD Ad EBRO 


El factor total de seguridad en la sección 1 es 


non: 
a =1,78. 
A 


Sección IT. El momento flector es 
Ma = Pan/2 = 128,7 Nono 


Los tensiones son: 
32Mi1 
hr 


49,5 MPa, Ta=Tm 


=33,4 MPa, 0m=0, 


— A0Mtor 
Tr 


1 


ts Tons =24,75 MPa. 
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Mediante la tabla 11 so hallan los coeficientes de concentración de las tensiones 
Ko =1,74, Ky=1,53, Ky¿=211, K,z =1,87. Los factores parciales de 


widad sou: 1y = 2,84, nz = 2,59. El factor total de seguridad en la sec- 
ción 11 es mir = 1,91. Determinamos análogamente!el factor de seguridad en 


la sección 111, nrir= 1,74. 
10.11. La tensión media en el resorte (debida a la carga) es 


tm = EmgD/ad* = 28,9 MPA, 


La amplitud de osciláctones es A = 8PD*n/(G8%) == aD*nt,/(Ga). De aquí de- 
terminamos la amplitud de las tensiones 


%a = GAd/(aDÍn) = 152,8 MPa, 
Ya = (LTa — Ta)/To = 0,091. 


Duronte las oscilaciones la tensión media permanece constante, por eso el factor 
de seguridad 05. = (ea — ctm lam 105 

10.12. La rigidez del resorte es c = Gd'/(8D%n) = 2800 N/o. La frecuencia 
de oscilaciones propias del sistema es o = Y/2/m = 35,4 1/a, 

Para que tenga lugar Ja destrucción por fatiga las tensiones del ciclo deben 
satisfacer la condición Yo + Yet > T-1: La tensión media en el resorte es 
"im = EmgD/(x) = 125 MPa. En este caso Ta > T-, —Yrin = 397,5 MPa. La 
afiplivud mínima del alargamiento del resoríe (cuando Ty = 337,5 MPa) es 


A =aD'nr,/(Gd) = 2,12 om. 
De acuerdo con la resolución del problema 9.45 la amplitud del resorte es 


r 
A 
De aquí hollamos la frecuencia (Smite inferior) 


arormo Y 02 
La correspondiente frecuencia de rotación es 
13 =Dorori1/2=288 5. pan. 
El líruite superior (pee >) se halla según la condición 


r 


A — A 
DA 


de donde obtenemos 


orors=oV 


7) 448 1/a. 


La correspondiente frecuencia de rotación es n, = 428 r.p.m. 

10.13. Un deterioro de la pieza, acumulado como resultado de la acción 
de cargas unidas en un bloque (se toman en consideración solamente las tensio- 
nes que superan el límite de resistencia a la fatiga de la pieza) es: 


3 "(ej 


Caz 


ARE 


PE 


CE Y) 


+ (42) (22) 4 (42) Javi, 


200584 401 


La magnitud de cálculo del coeficiente de deterioros es 


mi) /(Gi—)- 


ae (y 


Supongamos que k =0,5. Durante la determinación del coeficiente E so 
tienen Solamente en cuenta las tensiónes que superan da = 40_¿5 = 57 MPo 
y el múmero de ciclos que corresponden a estas tensiones es 


Y oem 1 
Ma TIA 1450-0.3+140-0,8-+ 
+190-1,5-+120-3-4+140-2+100-24-00-2,5+-80-1.5+-70-33=0,678, 


aspel (L-o.0—0,6)/ (E.s) =0,58. 


Ny =16,6-1 


la destrucción de la pieza, se determina 
7 = 45. El número de ciclos en un bloque, 


El número de bloques ¿, necesario 
de la condición Aay, = 2ea1c- De aq 
es my Y) ny 194100, 
o total de cielos hasta la destrucción de la pieza es Nene 
10.14. El número de ciclos ea un bloque es my = 19-10. La pieza debe 
trabajar N «= 3+10* ciclos. Por consiguiente, el número de bloques_0s 
h= N/nyy = 16, 


Si la tensión actuante aumenta n veces, al repetir este número de bioques, 
la pieza deberá destruirse, es decir, el grado de destrucción debe Llegar a la 100- 
vitud de cálculo Acajg = 9,18: 


OS 


De aquí 
El Sactor de seguridad es n=Y a, + TAB/AG-0,0106) = 1,20. 
Precisamos la magnitud del teniendo en cuenta, al 


>0un 


a Y ar Y 
monta ama 


308 90 y0 So y 
0,0106 ¿hor [2.5 (57) 41.5 (2) Teoort2, 
El foctor de seguridad precisado (segunda aproximación) es 
m="V ac Var 1,48, 


10.15; La tensión en la sección: es o =4P/[n (da + az)*), donde a = 
= (8, — 4/1 = 0,025. Según la teoría de envejecimiento'ol alargamiento rela- 
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tivo de fluencia es £y, = 07 (0. El alargamiento absoluto de la barra a causa 
de la fluencia es 


¿ Ñ 4 Ñ 
An= j endi= j MOM d=24) j li] se 
1 
Eo farma (EY (qq). 


La fuerza P en esta fórmula debe ser reos eu MN, porque durante el cálcu= 
lo de las ordenadas de la curva Q (1) las tensiones están expresadas en MPa: 


a A lr )= > 


=1,3-40-9 mí=1,3 mim. 


30.16. Las tensiones en la bóveda son: 


n= 0,088 MPa, 03 =$ 00106 MPA. 


» intensidad dle las tensiones es 
o Vi rd= 0,0574 MPa. 


Mediante el gráfico de Q (t) hallamos £2 (100) == 0,52:10-12, El alargamiento re- 
lutivo de fluencia es e, = (0, — 0,507) 09-18 (1) = 7 1:82-10-9, De aquí 
(teniendo en cuenta que según los datos del problema £, = 0,01) $ = 1,1 mm. 
10.47. En el coso de desplazamiento puro e, = —€, = 3/2. La intensidad 
de deformaciones es €, = (1/3) V [Fee += y/V 3. La intensidad de 
las tensiones es 0 = 1/3. 
Sustituimos esto en la ecuación de la fluencia ey, = 072 (1). Obtenemos 


O o bien =D, 


(0) 


La tensión tangencial es 1= 23f0r/(ADZ,e40) = 30,8 MPa. Según el gráfico 


hallamos Q () = Q (80) = 0,43-10-92 y mediante la fórmula (1) determinamos 
el desplazamiento relativo yyy = (72-10: 
E 


ángulo de torsión es q, = 0 = 2yp/Dineg = 0.156 rad == 9%. 
10.18: Las tensiunes en la bóveda ion "e 


02=N/(nD6)=7,9 MPa, —0y=pD/281=40,7 MPa. 
Tay =2Mior/(.D%)=42,2 MPa. 
La intensidad de las tensiones es 


0=V 0x0, PojF3dy=48,2 MPa. 


En el gráfico del problema 10.16 hallamos 2 (1) = Q (90) = 0,48+-10-12, El 
alargamiento relativo por la circunferencia de la bóveda es 


Ey = (0y — 0,504) 07-19 (1) = 5,3440, 
El incremento del diámetro de la bóveda, debido a la fluen 
AD =e,D =2,14 mm. 
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10.19. Por la teoría de envejecimiento la ecuación del relajamiento en 
magnitudes adimensionales tiene la forma 

1=(— 9. (0 

El parámetro de la tensión es y = 0/0, = 0,75. El parámetro del tiempo es 


Log (6. 
De la ecuación (1) tenemos 


2 (1) = 1H (Eop=0 = 0,307 


23. De aquí 


En el gráfico de la función 2 (1) hallamos el tiempo £ = 300 h 

10.20. En el gráfico (véase las condiciones del proble) 
ñ 300 bh hallamos 2 (0) 
aquí 


anterior) para 
,43-10-7, * De 


Epa (o 
= 1,8-100%.1809,8.0,43.10-7 


Para determinar el parámetro v tenemos la 

ecuación (1 — v)/00,00le= 0,58. Resolvemos la 

ecuación gráficamente, para lo cual construitos 

los gráficos de las funciones y, = 1 — ve ya = 
Pie. La solución gráfica da w=0, 

Por consiguiente, a = 0.70,, es decir, la ten- 

0 , sión en el perno disminuyó en un 30%. 

49 87 30 EA La pieza con prieta, so destralcá 

a tensiones dr menores que 9. El coeficiente 

Para el problema 10.20 de seguridad “disminuirá k = 0:/00p veces, Lu 

tensión crítica 0% se halla de la relación 


o V Til. De este modo el coeficiente de seguridad debe ser aumentado 


Ki >= 

intiltiplicándolo. por 
Y 
Kior 


10.22. Lo longitud crítica de la grieta 21, se determina por medio de la 
fórmula 


k= 14. 


Eyer= 00 Vd. 1) 
donde 1 os una mitad de la longitud de la grieta. Cuando 9 = 0/2 obtendremos 
Ple =8Kler ¡nop =8,5 mm. 

10.23. En el momento de la destrucción la tensión es Gr = P/F = 150 MPa. 
4 
La longitud crítica de la grieta es Zler=2a5c =25,4 num. 


10.24. Kien = 0V xl = 195-109 Noms, 

10.25. Mediante lo fórmula (1) de la resolución del problema 10.22 deter 
aninamos la longitud crítica de la grieta 21 = Af, /(n0m4x)- 

Tomando en consideración que según los datos Oyp4x = 50 MPa, obteneraos 


Lo 5% ma, 
Aprovechamos la dependencia entre AX, la tensión máxima del ciclo 94 


y la mitad de la longitud de la grieta 1: AX = Imax Y TL en este caso la velo- 
<idad de crecimiento de la grieta (véase los datos del problema) es 


dl/aN = ¡408 arto 


Después de electuar la integración ohtendremos 
ln 2— la ly =x10"*03,5N; 


el número límite de ciclos hasta la destrucción es 


LE dm (2) = pr 1 (51/0,25,=07 700. 
Ea Te En 


$ 4. Seguridad en el caso de cargas accidentales 


10.26. La posibilidad incógnita es igual a la probabilidad del suceso que 
la tensión actuante superará el nivel de yy, es decir, será Igual al área sombreado 
en la figura, donde f (0) es la densidad de distribución de la probabilidad de las 
tensiones que actúan: 


En nuestro caso 


Entonces 


donde la letra 0 significa la función de Laplace 
x 

j Pd 

0 


Cuando las magnitudes son dadas en el problema, P 10 > 011) = 0,0003. 
Por consiguiente, en tres piezas Je cada 100 000 hace 
ínlta esperar la aparición de deformaciones 'plás- 
ticas. Fe 
10.27. La probabilidad incógnita P os igual a Sl 


Po>om=F[1-0 ( Ino 1. 


Sustituyendo los datos numéricos, 
Pto > or) = 0,0001, 


Do este modo aquí ya es en 10 piezas de 
cada 100.000 (en una de cada 10000) se espera la aparición de deforma- 
ciones plásticas. 

10-28. La probabilidad de que como resultado de una carga no apareco- 
rán deformaciones plásticas es igual a 0,94997 (véase la solución «el proble- 
ma, 10,26). En dos cargas este suceso no se producirá con una probabilidad 
(0.999IT)3'= 0,99404. Por consiguiente, la probabilidad incógnita es 


Pz 10 > 01) = 0,0006. 


De este modo la probabilidad de aparición de deformaciones plásticas en 
dos cargas supera la correspondiente probabilidad en el caso de una sola carga 
aproximadamente en dos veces. 


2 
Mn 
5 


Te 


Para el problema 10.26 


CAPITULO 44 


LÁMINAS Y BÓVEDAS 


11.1. La lámina libre flexa por una superficie de doble curvatura, Cada tira 
de lámina, perpendicular al eje y, se somete a flexión bajo la acción de los mo- 
mentos Mz igual que una simple viga. Las tensiones son: 


Pa=400 MPa. 


nes taugenciales máximas 00: Ty . EL moruento 


torsor máximo 08 Agr =Tmgz 

Los radios de curvatura principales son: 

HE A o sla convexidad está dirigida hacía 
a E 


Pu =— 77 =— 201 (la convexión está dirigida hacia arriba). 
= 


. 6 
11.2, 07 rr E =42,5 MPa, 0), max = peo 97.5 MPA, 


Tong mts 37,5 MPa. 


En la teoría energéti 


la condición de resistencia se cumple: 


3 Va 2 
paa YE Vo Y ATM 


=99 MPa <120 MPa. 


41.6, Según los datos +- Map o, de aquí My=uMz= 
=87,5 N-m/m: y 


La lámina flexa según una superficie cilíndrica cuyo radio de curvatura es 
igual a 


406 


Las tensiones son: 


A _ My 
00 O MPa, 9), A MPa, 


Ox máx, 
Tmix =E TA  19,5 MPa, 


11.7. Hallamos la relación entre la flecha f y el radio de curvatura P, de 
la lámina (véase la figura): OA = y. OD =P —f, AD 10m 
2042 m, 0h =(px— 9:10 0,12, p.= 
=8 m. Por otro la 


El Ele á 
y SN TA ST 4 


De aquí _M, =0.48 N-m/m, M, =p M, = 0,12 
N'm/m. Lad tensiones som: h 
0 máx = 6M,/1? = 80 MPa, 0 
9) máx = EMy/I% =20 MP. 
Tmáx = (Cmáx — y max!/2 = 30 MPa, 
11.8. La rigidez cilíndrica de la lámina es 


En 
DAS No. 


Para el problema 11.7 


El momento (lector máximo (en el punto medio de la lámina) es 
. 
Mo, nn 15,5 N-m/m. 


8m, 
La tensión 08 97, mig — peo =284 MPa. La flocha máxima es f= 
A 

O A 

11.9. Cuando la relación entre los lados de la lámina es 2/6 > 3 se puede 
considerar apromievadamente que la lámina soporta una Mlexión cilíndrica, poe- 
Que la influencia del apoyo de los bordes cortos sobre las teusiones máximas y 
Tas flechas en el centro de la lámina es pequeña, 


Ma, 162 2=20 N-mím, yo máx =0M0:=50 N-0/m. 
6M, A —M, 
ma 15 MP, Kgs y ET a 75 Nena, 
máx 


Tas — 28.1 MPa, 


La rigidez cilíndrica de la lámina es 


La flexión máxima (en el centro de la lámina) es 
5 pb 


73 mm. 


407 


1.40. Ia == 13-10, 
En 5pds sa 
== Nm, ly =1.82:107%p mu. 
La presión debe ser disminuida en la magnitud 
al 0% 
ap= 0 == 39775101 Pa=5 kPa, 


Ap 
Aix O máx =p 


,3-403.7,5-108=97,5 MPa. 


11.41. a) La ecuación diferencial de la Nlexión de la lámina tiene la Jorma 
m1 0 0 
RCA TD 

, el ángulo de giro; Q, el esfuerzo cortante. 


donde z es el radio; 


honor, 2 
S y 


Para el problema 11.13(3) 
Supongamos que esta ecuación tiene las formas siguientes 
a pam,0 A E 
ES =$ EAN q (Es dr ::0)]= pS 


Hacemos una integración 


z Li aro, 
o bien 
La: | Ler+csn 


Integramos una vez más y dividimos ambos miembros entre z. Obtenemos 


=—t f 2de $ Ga. wm 


La expresión de la flecha es 


vn j ddr+Cy $ [zaz $ Lar UE —omt+<, (e 


B(2) 


En nuestro caso OQ = n2%p/(2n2) = p2/2, Sustituyéndolo en las ecuaciones (2) 
E £2),y tomando también en consideración que C+= 0 (porque cuando x= Ó, 
=0), obtendremos 


po Ca - Cjz 
o AE 


De las condiciones v(r)=0 y 0(r)=0 hallamos €, = pr2/(8D), Cy= 
«= pri/(64D). Por consiguiente, 


opi (mata, da — 5 (ra. 


La flecha máxima (en el centro) es igual a pr*/(64D) = 4,85 -10-3-cm. Los: 
momentos flectores: 


en dirección radial M,¿=D (+2) A e 
en dirección circunferencial My=D (al + wo) US 


se hallan haciendo uso del valor obtenido de O (vóase la respuesta). 
Los diagramas v, M y M; están representados en la figura. 
11.18. Como Q = 0 de la ecuación (1) (véase la solución del problema 14.14 
Pp btendremos: 6 == Cy2/2 + 0/2, Sustituyéndolo en los fórmulas (5) y (4) 
¡allaremos 


e [Par 10]. 


2 
MD [++ 45] 


Utilizamos las condiciones límites: cuando z=r M, = m, cuando x= R M,= 
= M. Obtenemos 
2(MR=—mr3) Her (M—m) 


Fm Y ODA ROA 


C= 


y luego se determinan los valores de M, y M, escritos en la respuesta 
1.22. Las tensiones críticas son 


kon D > 2 
Ce E lo. donde do (M4 E)". ar 


La condición del paso de la forma de pérdida de estabilidod de la lámina 
de m seriondas a m -+ 1 semiondas: Pm (mm +1) = a/b. 


Con las dimensiones dadas de la lámina a:b= 40:25=1,6>Y 2. Por 
consiguiente, la lámina perderá su estabilidad cuando en ella se formen dos 
semiondas: kg = 4,2. 

La rigidez cilíndrica de la lámina es 


Ens 
mi =94 Nom (8) 


Ver = 2,88 MPa < Oprop» 


1. En caso de aplici mm 
95, Oc, = 1,32 MPa. 


4u0 


es decir, el cálculo mediante la fórmula (1) es ligín 
de la carga a los lados Jargos de la lámina m = 1, Xg 


cr AA 


11.24. La tensión En m3 
de la lámina (véase la fórmula (3) en la solución del problema 11.22) es D = 
= 1,8101 49, 

Si la relación entre las longitudes de los lados es 2/5 = 3,5 > Y 12, la lá- 
mina pes la estabilidad con la formación de m = 4 semíondas a lo largo 
de la os Por eso (véase la fórmula (2) en la solución del problema 11.22) 
ha = 407. 


El grosor de la lámina se determina a partir de le condición 
105 
> a  Deaquí, teniendo en cuenta la fórmula (3), hallamos =1,84:103m= 
=1% mm. 
11.25. La lámina cuadrada perderá su estabilidad, formando una semionda 
en cada sentido de compresión: m == L 
La tansión crítica es 


; la rigidez cilíndrica 


kgatD 


meto ye E, dodo ta 


Oee, 


Ds Nom, Dor x=00ro y = 


kgaiD, En E 
1126. or= EL, Dep 0 Nam. 
Si la compresión es unidireccional Ay = 4, 0,7 == 158-101 Pa = 158 MPa, 
i la compresión es en dos direcciones ulutuamente perpendiculares, 
3 WN == 0,5 tenemos 


(05t 4 1 
EEG 
Ao =158—: 
41:27. 0,9: E a om 
.27. ter= Toppa - Para el caso de apoyo articulado de todos los bon 


2 

«dos do la lámina Ke=5,354+4 (2) %=06,9. Obtenemos tor=114 Mo. 
11.28. En el caso de empotramiento rígido de los bordes do la lámina 

de=9+55 (E) = 148 y por medio de la fórmula en la solución del 


«problema, 14.27 hallamos T¿p = 122,6 MPa. 
a 41.33. Las tensiones tangenciales en el caso de torsión de la bóveda cerra- 
«da son , 


ko 208, Oop=82 MPa, 


76 MPa. 


a = 04-108 Pas= 104 MPa 5 


La distancia entre larguerillos se halla a partir de las condiciones de estabilidad 


«de la lámina de 25 cm de longitud y de ancho x bajo la acción de tensiones tan- 
«genciales debidas al momento torsor 


2=0,107 m. 


11.34. La tensión tangencial en la pared del panel es 


P, 
+= >. =4,17-10* Pag Pa; 


hace falta igualarla a la tensión crítica determinada por la fórmula de la solu» 
ción del problema 11.27. Obtenemos k, = 5,99, 417-109 Pay = 7,49-10%; de 
aquí Pag == 15-101 =18 kN. 

11.35. En el caso de acción simultánea de la compresión y el cizallamiento 
las tensiones críticas Ger Y Ter deben satisfacer la condición 


Ver/Soro + (Tor Termod? = 1, (0) 


donde dore = kon*D/(0*h) es la tensión crítica en el caso de compresión simple, 
Toro = O OK LENd/hy es la tensión crítica en cizallamiento pun. 

'Calculamos doy = Ner/h = 105 q; Tor = q/h == 5-10 q. La rigidez cilíndri- 
ca de la lámina es D = En%/(2 (1 < 8) = 51,3 Nom. La pórdida de estabili 
dad debida a la compresión se efectuará.con la formación de.dos semiondas a lo 
largo de la lámina (n = 2), porque la relación entre los lados del rectángulo es 


10% q/(4,09-407) + (5-10% q/(1,18-409))2 == 4; 


obtenemos q = 40 km, A 24 = 80 kN. 
11.37. La pared del perfil en U reforzada por las alas contiguas a ésta, 


debe ser considerada como una lámina larga apoyada articuladamente por todo 
el contorno 


Ger 3,6E1%/0% == 72 MPa, 

Las alas se examinon como láminas apoyadas articuladamente por tres 
lados y con un borde libre. En este caso ko = 0,45. Según la fórmula (1) de la 
resolución del problema (1.22 hallamos para el ala 

cr = 4.67-10* Pa = 46,7 MPa. 


La fuerza crítica se halla a partir de la pérdida de estabilidad de las alas, 
cuya tensión crítica es menor que la de la pared: 


Per 00r, min 467-407 (2-2,5-10-24-6-10-21-10-10= 5140 N=5.14 KN. 


Con un coeficiente de seguridad dado la fuerza admisible será dos veces 
wnenor que la crítica. 

11.42. La tensión crítica wáxima (superior) es Or, móx=0,08H/R = 
'10 MPa; la fuerza crítica eS Por, ¡pngx = 2%RN=0cr, gx = 204 KN, La fuerza 


crítico mínima (inferior) es tres veces menor. 
11.45. La présión crítica es 


Peg = El/la (6 — 10%) RO =2,95-104 Pa. 


11.47. La magnitud del momento torsor crítico para la bóveda lurga se 
determina medinute la fórmula aproximada 


El 


Mor 6,2-10% Nam=6.2 kN=m, 


er 20RI)=44 MPA 


att 


11.48. La combinación crítica de tensiones Oc, y T¿p en el caso de noción 
simultánea de torsión y compresión axial debe satisfacer la condición 

Deri0er,o E (Teror = A, 
2ER/R es la tensión crítica inferior (mínima) en el caso de com= 
presión axial simple de la bóveda, Ter., = E- ( z 


3 
ronte la torsión. 
Tenemos Oero =210 MPa, Toy., = 1,86-10% Pa = 18,6 MPa, 


0er = NIF = Ni2aR) = 74,6 MPa, 
79,6'210 + (tep:18,0 = 1, Top = 15,0 MPa, 
Mer = Ta Wer = To 2 RN = 4 kN om. 


donde Az.) = 


3/2 pS 4 
Y es la tensión crítica du- 


11.49, Una bóveda con relación entre la longitud y el radio igual a UR > 4 
puede considerarse larga, por eso la magnitud crítica del momento se calcula 
mediante Ja fórmnla 


Me; = (M5ERI = 380 KN «mn. 
La magnitud admisible del momento es May = Mopon 
dismínuimos / en dos veces, el momento resultará cuatro, veces menor. 


/0. Para las hóvedas cortas (1.0? < 4). en el caso de flexión transversal, 
las tensiones críticas se determinan por medio de la fórmula empírica 


7) 005 Mia. 


El momento exti 
28 Op, Meprl = 
11,52. En la 


N-m. El esfuerzo cortante critico 


ximación suponemos que la relación entre el ra- 


¿lio y el grosor es igual a 500. En este caso según la tabla (3 del anexo k = 0,24. 
Mediante la fórmula y = kE (+/R)* hallamos hy = 9.6-10%m. Entonces, P/ = 
<= 416. En la segunda aproximación. considerando R/h, = 416 y haciendo:na 


interpolación, hallamos en 
do el cálculo. obtenem 
aumento del grosor del 


la tabla 4 = 0,26, de aquí hiz = 9.1 -10-2 1, Siguien- 
= 9,3 mm. Remarcamos que. según el cálculo, el 
or en el caso de un encarecimiento profundo 
O es razonable; es nece: ¡de del fondo. De aquí surge Ja 
exigencia de aumentar 1. mas de drenaje. 
11.53. En las condiciones nuevas la presión en el tanque es a= J2 = 
ab, La sobrepresión exteriores dq <= o, — qq = 12kPa. El coeficiente l, 
siendo R/h, igual a 667 es, según la tabla 13, igual a 0,66. 
: 54, Valoramos el nivel de las tensiones de origen térmico en la sección 
ja: del: tanque (p.= 1), donde éstas se suman « la tensión de compresión 
máxima debida al peso propio y al del producto. Según la fórmula escrita en los 
datos del problema lo.tensión de origen térmico es igual a 0; (x) = 12-109 % 
x 2:08 (155) [ + 00,71 Eb] = —114 MPa, 


Construimos el diagrama «le los mamentos flectores debidos al peso propio 
y al del producto, designando la intensidad de la carga distribuida longitudinal= 
mente por q MN/n (vésso la figura). Cuando la carga Q es completa la magnitud 
ges igual a 


4= Q/QL, + La) = 250-40%.9,81:(10*-33, = 0,074 MN/m. 
Determinamos el momento flector A/ en la sección media del tanque: 
M = (qL/S) (L¿ — L2) = 2,45 MN m. 
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La tensión de compresión er el punto soperior de lu'sección media es: 
Om =.—MIW = —M/(ARSh) == —35 MPa. 


sumarias en el panto superior de la sección 


Las tensiones de compresi 
media son iguales a 


a=0 +09 = —149 MPa. 


Determinamos la tensión crítica de cálculo (inferior)-en el caso de compre= 
sión axiul de la bóveda. Cuando R/h = 140, según la tabla, será 0, = 0,18Eh/R, 


Oorsiat = 0,18-2-10%1-10-2/1,4 = 258 MPa. 


Esta tensión es menor que el límite de proporcionalidad Sprop, ==, 0.9604, 4 == 
= 260 MPa. El coeficiente de seguridad de estabilidad es most Ls DS0/14O ms 4 74. 


: 

1 4 E y 

t í AS 

| ! Pd 
le 


¡SS EIA 


Para el problema 11.54 


Puesto que este régimen tiene carácter temporal se puede aceptar el valor mi- 
nimo Mes: = 1,5 igual al valor del régimen de ensayo. La condición de estabili- 
dad ge cumpli 
11.55. Fi 
lia == 3 em y determinamos la e 
par la fórmula pee = RE (RI. Según Ja tabla 
3 del anexo, cuatido h == 1 X 10m y A/A = 
= 800, tenemos k = 0,20; cuando A =2-10-* m 
Y B/N = 400, h cuando hm 3. 
Y R/h = 286, k= 
Los valores correspondientes de la presiós 
jar a== 0,064 MPa, por,2=0,33 MPa 
Bora MPa. Los coeficientes de seguridad 
de"'estabilidad son respectivamente: Mest. , = 
7 0,64, Mests 9 = 3,3, Met, a 25 5,4. Construyen 
do la uependencia prática Mast (0) (véase la 
fígura) determinamos que al coeliciente de 
2,4 le corresponde el grosor de 
x 10m 


jamos una serie de grosoros de la fuada 4, = 1 cm, ha =2 can, 
erítica de cálculo (inferior) para cada grosor 


Para el problema 11.55 


ara la cuaderna es pop =3EJ/R, 
rte de la lámina que perdió su estabilidad durante la compre- 
sión seguirá trabajando junto con los larguerillos. La tensión máxima que puede 
soportar un larguerillo e3 Ggy,jar = 200 MPa. 

El coeficiente de reducción que determina la parte del área de la lámina que 
recibe la compresión después de perder la estabilidad es 


TS Y Feo o2s. mo) 
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El área efectiva de la sección del panel antes de la destrucción es 
Fes == 2F jay + quie =15,4 cm, er 
La carga destructora del panel es 
y Oerstar”! 


11.59. Utilizando las indicaciones de los captadores hullamos las Lensiones 
en los nervios por medio de la ley de Hooke Gjay = e£ = 140 MPa. 

Según la fórmula (1) de la resolución del problema 11.58 el coeficiente de 
reducción de la lámina es 


1 = 308-105 No 


q = 0,135. 


Determina 
mos la fuerz: 


:l área efectiva de la sección del panel por la fórmula (2) y halla- 
-omprimente 


N = tar Fray + 40h) = 3,22+10% N. 


11.60. Utilizando el método de aproximaciones sucesivas primero nos pos 
ri fijar la magnitud del coeficiente de reducción, por ejemplo, q, = 0,5. 
área electiva de la sección del panel es, en la primera aproximación, F, == 
2P “e quo == 8 cor. La tensión en el larguerillo es Orar. == V/F, = 1,28 % 
Xx 408 Pa, 
Calculamos el cue! 


ficiente de rerlucción en la segunda aproximación 


De BE 
0 Y 
Fy= 0 + 0,76:20.0,2 = 9,04 cm, 
La tensión en el larguerillo en la segunda aproximación es 
Otapos = NP, = 414 MPa, 
El coeficiente de reducción en la tercera aproximación es 
2 z10 
ento Y E 0800. 
El área efectiva de la sección es Fa = 6 «+ 0,808+20-0, 
tar» 3=10*/(9,23-10-2)==408 MPa. 
Aquí paramos el cálculo, puesto que 01ye,y se diferencia de Ojar,a 0n menos de un 
e vención buscada es igual a 108 MPa. ie 


14.61. La ecuación diferencial de la superficie deformada en este problema 
tiene lo forma 


=0,76, 


= 9,23 cm; 


, D (tw 12 Pe 1472 
A) ro 4) 
Pasamos a las difereucias finitas, utilizando operadores centrales del tipo 
. 
Pe lios 01, ptas ds 
LATA 


a =+ (E 


a El 

Ta A 
6% 1 
a ias, 101030 15504, 44010 JA ias Do 
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1 
(01 qa0 105 jor — ica ¡0050 ai, q 


Le 0, ¡2 00, GP, pe E, add 


Flia, ja as jes fr is dado 
prssontada en la figura. 
locando el nudo 1, j en el centro de la lá: 


ina y considerando para el caso del apoyo articulado que teva y = 10143 
= 1, 442 = Wj, ja —101, € =a/2, hallamos 4% = 07.cra"h/D==32."Larcom> 


paración Son el “Válor exacto de 4% está dada en la respuesta. 


la numeración de los nudos 
En la primera aproximación. col 


Para el problema 11.61 


11,62, La ecuación matriciul para el case de e = 2/4 tiene la forma k= 
== 0.c102/(16D), 
Ar — Bio mu O, 


donde 


PA 
—16 8 
B 32 


1.0-2 0 
0.4 0-4 
2.0.4.0 
0-4 0 8 


Calculando; sos valores propios de la matriz 4 -B-1 con ayuda del ordenador 
(subprograma NROOT), hallamos el valor mínimo de 42 =[29,25. Vénso en Ja 
respuesta la comparación con el valor exacto. 

11.63. En el caso del ala de un solo larguero el centro de rígidez (el centro 
de flexión) de la sección se encuentra en el punto K de la paredzdel larguero. El 


momento torsor es igual a 


Mior =00= 1,8910590,32 = 5,76:10 N=m. 
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El área doble que abraza el contorno de la sección es igual a 
=1-:0,6-0,11 + (0,22 + 0,18)-0,8 = 0,527 mi, 

Consideramos que el contorno izquierdo de la sección es una semielipse y el 
«contorno derecho, un trapecio. La parte de la cola representada ca la figura del 
problema con línea de trazos se despreci 

El esluerzo cortante es absorbido genes 
Las tensioues tangenciales en la pared son 
Q 1,8108 
var 10:10 Pa. 
Las tensiones tangenciales en el revestimiento debidas al momento torsor son 
Mir_ 5,76-104 
cont la 0 B27-Z 107 

11.64. Consideramos que el momento torsor lo recibe el revestimiento. La 
pared del larguero prácticamente no trabaja. 

por =1:0,5-0,12 + (0,24 + 0,18)-1 == 0,59 11% 
q Hor 1.6-104 
OTIS ANT 


mente por la pared del larguero. 


«e 


542-107 Pa. 


.= 


=10,9-107 Pa. 


11.65. lán el ala de dos largueros el centro de rigidez (centro de Mlexión) K 
divide la distancia 4 entre los Jargueros en partes inversamente proporcionales 
% los momentos de inercia de los largueros. Calculamos los momentos de inercia 
de los largueros, tomando en consideración solamente las áreas de los cordones 
y despreciando la pared: 


Ijmar, (4) 4915010 ms, 


S¿=2F, (4) 8% a350= ms. 
tallamos la distancia entre la pared del larguero delantero y el pumo K 


mo TE =0,526 m 
El esfuerzo cortante crea respecto al punto K un momento torsor adicional 
Mier 0=Q 1021) =3,8-10* Nom 
El momento torsor total es igual a 
Mror» tor Mipr+Mror, =1,13-10* Nom, 


El esfuerzo cortante ¡sé distribuye entre las paredes de los largueros, del 
mismo modo que el momento torsor, proporcionalmente a los momentos de 
inercia de los largueros. A 

Sobre el larguero delantero actúan 


2 625 Mar 5,99-401 No 
e eo E 10, Mi 5,93-10* Nom. 


Para el Larguero trasero quedan 0 = 1,75-108N y Mp =14 
El área doble que abraza el contorno es igual a 


Won = 20M, 2 + (iy + Ml 8 = 4,76 me. 


10" Nom. 
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Las tensiones en el revestimiento provocadas por el momento torsor son 


My 
Htor= a =9,54-407 Pa. 


Las tensiones tangenciales en la pared del larguero, tomando en considera- 
ción el ángulo de conicidad y se calculan mediante la Tórimula 


ir le-2). 


Para el larguero delantero +, == 1,46-10* Pa. 

Para el larguero. trasero 14,q == 7,66:107 Pa, 

Es necesario tener en cuenta que por la pared del larguero además de una 
corriente de esfuerzos tangenciales debidos a la fuerza cortante pasa. Una co- 
rriente de esfuerzos tangenciales debidos a la torsión que absorbe el contorno 
exterior, Por eso las tensiones totales en la pared del larguero trasero se deter 
minan como la suma de los esfuerzos debidos a la fuerza cortante y a la torsión: 


Mtor 
Ocontía 


== Q+ 72:10 Pa, 


11.67. Antes de la rotura del ala el área doble del contorno de la sección es 
eont =71:0,5-0,15 «+ (0,3 + 0,24) +1 == 0,82 mi, 
El esquema del ala es de dos largueros 


IRE 841090 Jm 


Bly 
J+ 
La corriente de esfuerzos tangenciales en el revestimiento es igual a 


me Mtor = 104 
Mor 4,03:101 N/mn. 


El larguero delantero está sometido a la acción de la fuerza 


03, Qe 4,92. 
Qu y, 1 48:40 N, q 92-408 Nm, 


Xx= 0,20 m, Mior=0Q (a—zx)=3,8-10* N-m, 


¡1 larguero trasero está sometido a la acción de Na == (2 —1,48)-10% en 5,2 
Xx 00N. La corriente de esfuerzos tangenciales debidos a la fuerza cortante es 


dr 240 2 47-108 N/am. 


La corriente sumaria en la pared trasera debida a la fuerza cortante y al momen- 
to toreor es 
a = 4 Q + tor = 2,03-10% N/im. 


Después de la rotura del larguero trasero la parte restante del ala trabaja 
según el esquema de un solo larguero. El centro de rigidez se traslada a la pared 
del larguero delantero intacto (el punto 4) 

Mior=0-0= 39-101 Nom, — Wcont=2:0,6-0,15=0,283 ma, 


Mior 348. 
Ar m=3,48-40% N/m. 
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La fuerza cortante es absorbida totalmente por la pared intacta del larguero 
delantero 3, 6,67-108 N/m. Puesto que la pared del larguero forma 
parte del contorno cerrado ésta recibe también g1o» Lo corriente sumaria de 
esfuerzos tangenciales en la pared del larguero es 

Gar = Qrev + 9, = 9,85 10% N/m. 

11.68. En la sección intacta el momento torsor crea una corriente de esfuer- 
tos tangenciales por el contorno exterior de la sección, El área limitada por el 
contorno es igual a 

Weonta = 11-0,5-0,125 + (0,25 + 0,2)-1 = 0,65 mi, 
La magnitud límite del momento torsor se determina a partir de la tensión lí- 
Mite Ty; con la cual se produce la destrucción. Según el material y la construc- 
ción del ala para T;¡,, se toman las tensiones críticas o el límite de Sluencla del 
materia! 


Mosa, 37h Oconts 1* os 11501 =0,05 210731) yo = 1,+40-3+1 ¡pp > 


Una vez deteriorada la punta del ala, disminuye el área que abraza el 
contorno de la sección 


Weontra = (0,25 + 0,2)-1 = 0,45 mi. 


El grosor mínimo de la pared del contorno restante €S £yygo, y = la = £,5 10m; 
Mis, 2 OcontraloTizo == 0,45 -1,5 10% = 0,675 107 poo 
El valor límite del momento disminuirá en un 48%. 


CAPÍTULO 42 


PROBLEMAS DE OLIMPIADAS ESTUDIANTILES 


12.1. El desplazamiento total del punto A consta del alargamiento del 
cable ACB bajo la acción de la fuerza P y del alargamiento doble del cable CD 
bajo la acción de la fuerza 2P. 2 E 

12.2. Los esfuerzos en las barras son iguales a la fuérza aplicada: Ni" 
= P/(2 sen 30” = P <= 200 kN. Las tensiones en las barras superan a 0); 0 = 
= N/F = 200 MPa. A partir del diagrama hallamos el alargamiento relativo 
de cada barra e =0/£ + (0 — 0/(0,5£) = (20 — 0/£ = 4-10, Luogo 
determinomos ol alargamiento absoluto de los barras y el desplazamiento total 

lel nudo. 

12.6. Suponiendo que el alargamiento de las barras BB" y CC” es elástico, 
calenlamos los esfuerzos en ellas aprovechando la ley de Hooke: 


N y = Aly EF/I =—8-10% N (compresión), 
1 No = AIQEP/ = 210% N. 


El esfuerzo en la barra AA” se determina a partir de la condición de equili- 
brio de la barra A8 componiendo la ecuación de momentos de las fuerzas que 
actúan sobre la barra respecto al punto B. 

12.8. Primeramente hallamos el ángulo q con el cual la fuerza P croa la 
carga máxima sobre las barras. La fuerza longítudinal Wen la barra más cargar 

E [0897 ¿2LT), Ella ogméxima cuando q = a: máx Nap== 
= P/gen 20. La tensión mínima y, q ponele ta. la masa mínima necesaria 
de las barras será cuando sen a al, 

12.9. El alargamiento 
ley de Hooke es Al = 


tg 0 — sona = PIQEF). 


Descomponiendo tg « y sen a en series exponenciales de a, obtendremos para 
$l valores pequeños de « 


a=YPREF). 


12.40. Aprovechar la solución del problema 12-9 considerando que en el 
punto, de apli 
12.42. 
la fuerza: 
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12.13. Las magnitudes de los esíuerzos en las barras 1 y 4, así como en las 
barras 2 y 3 deben ser iguales, pero sus signos deben ser contrarios: Ny = —Na; 
Na = —W;. El alargamiento de la primera barra es tres veces mayo? del alal- 
gemiento de la segunda, barra. Por consiguiente, N, = SN. Componeagos la 
ecuación de equilibrio de la barra inferior, igualando a ceo la suma de los 
momentos de las fuerzas que actúan sobre la harra respecto al punto O: 


3N,-4a + Na-3a — Ny2a — BN ga — M=0. 


Hallamos N, = 0,1 M/a, N, = 0,3 Mía. 

12.19. Debido a la simetría del sistema, la barra 48 puede efectuar sola- 
mente movimientos de traslación. Según la condición de equilibrio Ny == 
= —Ny/2, Por eso las magnitudes de los alargamientos elásticos de las tres 
barras son iguales, pero sus signos son distintos: 


JAL,1=N 1/(E-2F)=141,1=N 1/(QEF). 


Estos alargamientos compensan por completo las deformaciones de origen tér» 
mico. La viga AB y toda sección de cada barra permanecen inmóviles. Las ten- 
siones en los barras son O =epP =At-E, 

12:20. Antes de cerrar la holgura los desplazamientos máximos 19 de las 
secciones de las barras están dirigidos al encuentro uno de otro y sus magnitudes 
son igualos. Después de cerrar el huelgo aparece una fuerza longitudinal Y que se 
determina artir de la condición de igualdad del alargamiento sumario de 
ambas barras al huelgo 4: 


AS a WE Bsta 2) 2EF 
E despjazamajanso de la sección B (hacia la derecha) es wy = nta — Na/(2EF). 


lazamiento de la sección € (hacia la izquierda) es 06 = ata — Nal(EF), 
24. Aprovechar la fórmula para la variación relativa del volumen dei 


cubo, 

12.22. La variación del volumen del espacio interior del cubo se determina 
solamente mediante la variación de la longitud de la arista del cubo a conse- 
cuencia de la compresión de cada cara del cubo por las presiones interior y exte- 
rior AY =eyV = 3upaY/E. 

12.23. Cuando AG 3,5, 0,=1,5 0z, 04 = —k0z, 0) = —3,5 0,. Según la 
teoría de Mohr la tensión equivalente es 


oy = 0, — 0,504 = 3,2507 


Cuando k > 3,5; 07 = 1,50,, 04 = —3,50,, 04 = —k07- La tensión equi- 
valente es 
y Br 


= 00,509 == 05 


E 7 


ln resistencia de Ja pieza disminuirá on la relación de 24%; 9/5, 

12.25. Para el estado de tensión a) la tensión equivalente según la III 
teoría de resistencia 071! = Y GF FA Para el estado de tensión b) tenemos, 
cuando a >7 035 =0 +1, cuando o<w 071! = 21, De aquí se deduce que 


<uando o < 31/2 el estado de tensión a) es peligroso, cuando a > 31/2 es más 
peligroso el estado de tensión b). 

12.28. De las condiciones de equilibrio del triángulo en el lado AC 0, = 
== 3,73%, lag tensiones tangenciales són iguales a cero. La segunda tensión, prin- 
cipal se halla mediante la fórmula para el estado tensional plano 0, = 1,421. 
Utilizamos la 11 teoría de resistencia o]! = 3,737 — 0,251,421 = 3,8757= 


= 33,75 MPa < 80 MPa. La condición de resistencia se cumple. 
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12.36. Hallamos los momentos en los empotramientos A y B 


— Hall MENÚ, 
Pas= 0 1DT a 
ZU E 
Maa MS E 


La magnitud % se determína a partir de la condición M4/(0,2D%) = M2/(0,24*). 
Después de sustituir los valores obtenidos más arriba hallamos X= 0,545. 

12.41. J, = J, = at/24 son los momentos de inercia de la mitad del cua- 
drado. El mofnento de inercia respecto al eje OA es también igual a at/24. De 
aquí o deduce que Y. = 

12.43. Dividlela'dección en dos angulares iguales. El primer ejo principal 
pasa por los centros de gravedad de los angulares (por la línea 0,0.) el segundo 
Es perpendicular al primero y pasa por el contro de gravedad de la sección O 
y por el punto B. 

12.45. El momento de inercia de la figura exterior rayada os igual a Jy= 


5 rl)" 27-- Las dimensiones línealos de cada figura posto- 


rior interior son dos veces menores que las dimensiones de la anterior y el mo- 
mento de inercia, 16 veces menor. Sumando todos los momentos de inercia obte= 
eros la suma de una progresión decreciente infinita con ol denominador igual 
a : 


Att 


sd )=$ 
(trat) 5> 
12.46. Entre h y b debe mantenerse la relación A* + 0% = D% donde D 
es el diámetro del círculo. W = 542/6 = 5 (D* — 62)/0. Hacemos la diferen- 
ciación de esta expresión respecto a 3 e igualamos el resultado a cero. Obtendre- 
mos h/b == Y 2, 
.50. Una vez calculados los momentos de inercia de la figura respecto a 
y Y z nos conven: le que estos momentos son iguales. Éstos son los 
momentos principales de inercia, puesto que el eje y es el eje de simetría de la 
Lou Por consiguiente, la magnitud del momento de inercia no depende del 
mgulo a. 
.. 42.51. El ancho de la viga debe ser b = Bz/1, donde B es el ancho de ésta 
junto al empotramiento; z, Ta distancia entro la sección y el extremo libre. 
os s , BH3 7 
En este caso la rigidez on una sección arbitraria es igual a EJ= E G-77 


y la curvatura es L 


Para el problema 12.52 
421 


12. 


|. Examinamos, igual que durante la deducción do la fórmula de 
Zhuravski, uu elemento de la viga de longitud e limitado por una sección ho= 
rizontal a hna distancia y del eje neutro (fig. a). Considerando que las tensiones 
1 son constantes a lo ancho de la viga, obtenemos a partir de la condición de 


equilibrio del elemento: tbde=—dN + (dz, donde dN= A 


a Ss 


Por consiguiente, t TE + £. El momento flector M en la sección 
1-1 es igual a tohz; de aquí dA1/dz= (bh (observemos que en este caso la vi- 
ga está sometida a la acción de un momento exterior distribuido de intensidad m= 
== ¿bh, por eso dM/dz = m; dM/dx = (Q. Como resultado ubtenera: 1 


= e (241). El diagrama ven la sección transversal ostá represon= 
tado en la figura bh. 


le 


e 
1) 


el problema 12.53 


12.54. Teniendo en cuenta que lu estructura tieae ejes de simetría y está 
cargada con momentos dispuestos en planos perpendiculares al plano de la estruc- 
tura podemos concluir que en las seccionos transversales 1—1 y 1111 (ig. a) 
surgen solamente momentos torsores iguales a Z/2 y momentos flootores incóg- 
nitos Xen los planos perpendiculares al plano de la estructura. El momento 


a) 
A 


» (ue: 
Qe » 80 je 
NI z 
w y 
4 É 
o 2 4) 


Para ol problema 1254 


flector no cambia a lo largo de los tramos y es igual a X. puesto que los estuer 
zos cortantes son nulos. Por consiguiente, los diagramas de los momentos flece 
tores y torsoros tienen la forma representada en la figura a. La magnitud del 
momento lector X se determina a partir de la condición de equilibrio del ele- 
mento de la estructura representado en la figura ¿. Sumando Jos momentos res- 
pecto al eje mn, obtenemos 


2X son 30" —2 $ cos 30*=0, 


de donde X= 0,69. 
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12.70. Por cuauto la cinta es fina se puede considerar que. en su sección 
surge solamente la fuerza longitudinal 7. y no un momento flector. El aspecto 
del diagrama de deformación está representado en la figura (consecuencia de la 
hipótesis de secciones planas). Uñ aspecto semejante tiene el diagrama de ten- 
siones normales por la ¡ón transversal. La resultante de las tensiones norm: 
les actúa a una distancia igual a 2h/3 de la cinta. La mAENDSS de esta resultanté 

a 


todas las fuerzas que ac! en la sección transversal de la construcción se redu- 
T (2/3). Según la condición de equilibrio de la porte cortada de la 
¡ón x = T (2/3). El momento será tope cuando 7 =P, es 
Phi. 


Paru el problema 12.70 Para el problema 12,74 


12.71. La forma del ejo deformado de la viga está representada en la figura 
con línen de puntos. El desplazamiento de lu articulación Bl so calcula más 
Tácilmente mediante la regla de Vereschagui 
miento de la articulación A es igual a cero. 
12.72. Los momentos flectores cu 1 
Mg == Val. Puesto que según los datos del problema estos momentos son ¡gua- 
lega cero, no tendremos reacciones en los apoyos extremos A y D a causa de 
estos desplazamientos incógnito: Ya s 0. Yo Se O. Esto significa que los mo- 
mentos HHectores en las secciones de Jos tramos extremos AB y CD son igualos a 


dy =2Pa%/0 desplaza- 


secciones B y C som: My = Val y 


Para el problema 42.72 Para el problema 12,74 


cero, es decir, estos tramos de la viga al producirse los desplazamientos de los 
Spoyos de la vign permanecen rectilineos. El esquema de la deformación de la 
viga está representado en la figura. La magnitud A puede ser expresada por el 
ángulo de giro 6 de la sección sobre el apoyo 2 (o de la sección C). En vista de 
que Jos desplazamientos son pequeños A = 10, Los ángulos de giro de las sec- 
ciones 2 y € determinados para la viga 8C sobre apoyos articulados y cargada 
con una luerza concentrada pueden ser determinados por cualquiera de los 
rocedimientos conocidos (método de parámetros do origen, método graloana: 
tico. por la fórmula de Mohr, eto.) PR/16£J). De este modo hallamos el 
desplazamiento incógnito de los apoyos: A = PP/AGEJ). 
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El peso lineal de la banda es g = bey. En la sección A, donde la 
tada de la banda pase a ser horizontal, el momento flector es igual a 
. De aquí se deduce que Pz = gx2/2, de donde x= 2P/g a P= qa/2, La 
otra mitad del peso de la parte levantada de la banda se transmite al plano en 
el punto 4 como fuerza concentrada. La magnitud de la flecha se halla mediante 
Ja fórmula (65) (pág. 258). AL elegir el origen de coordenadas en la sección 4 y 
tomando en consideración que M (0) = 0, Q (0) = 97/2, (0) =0, 0.0) =0, 
tenemos 


q e dao 

EF) EJ =3GET * 

donde Y = b19/12, 
12.74, Util 

“mos que el desplazamiento en el punto de ap! 


1208 2 4 Prada 
alt 


mdo la regla de Vereschaguin (véase la figura) determina- 
$ Fieación de la fuel Pos 


Igualando este desplazamiento a cero, obtendremos 
9 =6P/. 


RESPUESTAS 


Capítulo 1 

14. N == 400 KN, o =20 MPa < Iprop:1:2. E =7,01:10% MPa, alea- 
ción de aluminio. 1.3. Suar =0,43, Sea =0,27, Sypgy =0,9, 9=0,64. 1.4 
E = 1,98-10% MPa, 00,003 == 273 MPa. 1.5. E =1.9-10% MPa, y = 0,28, 1.6. 
p == 0,28. 1.7. Admey = 50 MPa, máx Ao = 95 MPa, ap =1.9. 1.8. 0 = 
= 579 MPa, 5=826, y =0,51, a =— 128 MI/m". Ona, == 1000 MPa. 1.0, 
1 =2. CM, Omgx = 400 MPa. 1.10. AE = +4,0%. 1.11. o =200 MPa, Al= 
= 0,25 mi e = 10, 1,12, P=110 kN, 0 = 200 MPa, 1.13. 0, = 47,7 MPa, 
09 = 131 MPa, Al=0,18 mm. 1.14. 0cp =200 MPa, 0,9 = —84,1 MPa 
¿ear ¡ón). Después del giro del brazo: Oc y, = 346 MPa, O, y. = —07 MPa 


(compresión), 1.15, 0, y =—20 MPa, 0np = 150 MPa; Ono = 174 MPa, 
Sc e 5574 MPA, Algd om 1,85 mun. 1:10. Ya y e» 24,0 MPay Do me 1,44 men: 


147. 0 = 70,7 MPa, e = 5,9-10-1, Al= 0,59 mm. 1.48. N gy = 100 kN, 
Omax = 141 MPa, tómax =0,3 mm. 1.19. Nipgx = 80 KN” (compresión), 
Omúx = —58,3 MPa (compresión), Emppx = —2,66-10-, i0pgx = —0,133 mm 
(sección TMI—ITD. 1.20. ca hueco A po 
20). 1.24. d=45 mm. 1.22. En la varilla: 0 = 153 MPa < 160 MPa, 
en el cilindro; o = 250 MPa < 300 MPa. 1.23, P r= 50 kN, Ag = 4,62 mm. 


1.24. Fay = 26,2 010%, Pag = 82 cm*, 4:25. 8, = 0,033 mm. Ay == 0.115 mm, 
0= 14 A = 0.12 mm. £:26 e 


1 ta 0,634, 
EL A EN ismi 
Na oeste Año =D r6p: 
0db8b, Nac = Nao = 00612P: 
15Ó kN auiñentará hasta 
Xp =266 KN, Xp 

0,155 mm. 4.40. F 


Xa =2,2 kN, Xg=0,8 XN. 1. 
= 734 kN, Omáx = —155 MPa (compresión), t0ypg, 


angulares Á "0,4 mm, cn este caso P ="949 KN. 1.42. Pag = 0,752, Pays = 
=0,25P, [P]=460 KN. 1.43. Ha=44,2 KN, Mp =458 KN, wz = 


= 0,45 mm, Opgx = 368 MPa. 1.44. Nyygz = 300 KN, F =16,7 cm?. 1.45. 


q= 153,4 kN/m. 1.46. Nay, =0,619P, Npg, =0,143P, Nec, = 0.238P, 
P = 258 kN. Cuando 2 = Í4 es el desplazamiento de traslación, P = 280 KN: 
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No 
= 192,5 KN, 0D 
MPa, 


'a, 9, = 66,7. MP: 
da = 32,6 MPa, a, 

167,5 MPa, 1.60. 04 12, ac = —88,4 MPa, 

2an = 125 MPa, 1.61. a =0,77 MPa, i0pgy = 0,0183 m0, Inay = 2080 im. 


1.02. F =260 cm, 10pgy = 0.302 mu. 1.63. d, =1,21 cm, d¿=1,215 cm, 


da =1,22 cm, d, = 1,225 cm. La varilla escolanada es más ligera en 10,5 N. 


By2,,BF, 
pgel, Le (2) +27 
1.64. V,= a Vo=08 (AP FUE SV ao 1.65. Gar o 
RIA 
= 90 MPA, Mppz = 44107 cun. Dim 22,5 cm, 4.66. F = 0,5% cun”, 1,07. 
Lol 1—pg (2) 2 a ELL. E, tay? 
a ndo e ¿Ley (fa) 


peso es mínimo. 1.08. x=3m. 14 


= pEPI a 0 ¡a 
20 ara? a 0,1) 6 


5 mE + 965%. 1.70. =2,83m, G=92,8N, 4.71. Pr=142kN, (P1= 
' 


=TLKN (aumentará en un 18,3%). 1.72, Pyypp = 219 KN. 1.73. P yyy = 180KN. 
1.74. P yyy, =120 KN, A=0,6 mm. 1.75. Pjyp, = 350KN, n=1,5. 1.76. Py 


O O 
167 KN. 1.70. 18] = 4,57 MN, (2) yq = 1 1.80.1P] == 3,7 MN, 12); 

= 44 MN. 1:81. 0=25 MPa, T=43,4 MPa, Oax = 100 MPA, Toagg 
=50 MPa. 1.82. P == 80 KN. 1.83, q = 3912, 1.84. a =21%8', Ompz = 
= —116 MPa (compresión), Tyygx =58 MPa. 1.85. d=3,57 Cm, 04y =6U MPa. 
4,86. a = 34, 07 =147 MPa, 1, = 88,3 MPa,. 1.87. 0, = 147 MPa, Ta 

= 17. MPa, Oqego == 53 MPA, Tasso = —17 MPa. 1. 
1 = 120 MPa. 1.89. 69 = 4,5-10-*, 1.90. Ay = 0,225 mm, Ay = 
AF =644 cm, AV=04 cm, 1.91, 0, =142 MPa, 0, 142 MPa, e = 
= 1921". 1.92. 0, ¿= +67 MPa, 0 = —34% 43'. 1.93, a =17%45, €, = 
== 0,5:105, An == 6,5. 1.94, p = 38%. 1.95, Ey = —0,467-10=%, 1.96. 41 = 0,3, 
€p = —3,8-10-, 81 = —0,036 mm, 1.07. €9 = —3,25-10-, 17,47 = 12,1 MPa, 
Moct == 11,4 MPa. 1.98. Tygg == 395 MPa, 0701 = —737 MPa, Tops = 372 MPa. 
Después «de aplicar la fuerza N T,ay =592 MPa, 0701 =—859 MPa, 
"ací = 558 MPa. 1.99. Tpgy =70 MPa, 0901 = 40 MPa, oct = 58,9 MPa, 
9 = 5-10, 1,100, 0, = 144,7 MPa. o, = 100 MPa, 07 = 55,3 MPa, 0001 = 
=100 MPa, Toy =36,5 MPa, Ey = 7,5-10%, Toys = 44,1 MPa, 1.101. 06, 11= 
=76 MPa, 0 1m=120 MPa, 0% 1y=112 MPa, 0% y=78 MPa. 1.102. 


426. 


e 


00, 11=92.5 MPa. 00 11 =160 MPa, 0% 1y=139,0 MPa, do y=115.0 MPa. 
1.103. p=1,5 MPa. 1.104..% = 6,5 mm. 1.105. de, y =19.2 MPa < 20 MPa, 
la condición de resistencia se cumple, 1.106.,T= 50,6 MPa. 1.107. gy 
= 120 MPa, a, = 70 MPa, el factor de seguridad disminuirá en un 229%. 4 
3% v=180 MPa > 160 MPa, la condición de resistencia no se cumple. 1:10. 
0230224 MPa, 9, = 21,2 MPa, T= 10.5. MPa. So aumentará en un 12%. 
1110. 0. 13 =474'MPa, "oe. 1y 5 478.MPa. 1414. 7 = 630. N, Ho=015 N, 
f= 05m. 1.142. 0 = 430 MPa, Y =30,£ cm. 1:113.-4. = 0,48 Mm, F = 4 cm 
1114. 7 = 432. N. 1.115. 27 = 2.6 EN, /= 0,118 m- 1.116. Paests = 72 MPa: 
1.117. Cuando 90%>2.>45 000 (Lhsnad 

A ESTE ET 


LL (sen 0,707) 04; cuando a <4 0=—0, 


tensión máxima 8 Omq=0,15 28% 4.5 MPa, Cuando el vaso está, lleno 


hasta los bordes Amar 0,5 LEE m1 MPa. 1.118. p=3,2 MPay 0,=160 MPa; 


0) = 80 MPa, 4.119. p =0,90 MPa. 1.120. p 1.5 
= —18,8 MPa (compresión). 1.121. p =2.6 MP 

—24,3 MPa (compresión). 1:122. AT = 525 K, 6130 == 108 MPa. 
= Pp MPa (compresión). 1,425. y == 250 Mb, “0 = 0 (9 
= 125 MPa, 0, = 62,5 MPa (después del despegue). 1.124. Pjip = 45 MPa, 


p=18,2 MPa. 1.125. En la parte cilíndrica 4 mp, máx = 


a 28E 011) =1,84 MPa (cuando y=R); oj=const= 4E (u-5)= 


- 

=5,/22 MPa, En la parte esfórica máx =máx oq LEN 5,88 MPa 
(cuando y=0). 1.426. 0, 
—25 MPa para la hóveda cónica, Omáx 


LE y, oyes 127. Oax 


—25 MPa para la bóveda cilíndrica 


pago (1 
hcosa liz" 


(compresión). 1.128. Cuando y< 17, a ES (My 3), re 


o 
h 


p o 
E) ; cuando y > H 07220, ay LELEZÍO | 1 vador máximo de la tensión 
+ 
y cos a 
zo 


eS Onix =13,9 MPa. 1.129. 0 = 


daa Va (8 (0%) d—2 (9 — Ml + (24 — Baño y a). 
1.130. p = 11,4 MPa, Ad = 0,05 mm. 


a e Mo al, 0 


Capítulo 2 


2.4. y=128', A = 0,68 mm. 2.2. Tgz = 120 MPa, 0 = 245%, y = 
= 52. 2.3. p= 0/33, E =2:108 MPa, G = 7,5-10* MPa, acero. 2.4. 1= 
=80 MPa, a = 40 kJ/m. y = 192-103 rad, Ac = 0.48 mm, 0, == 
= —0, = 50 MPa, Aly = —Alpp = 0.338 mua. 2.6. P.= 198 kN. 2.7. 8 
= 15d. hn =0.4, d 220 mm. 2.8. (M] = 600 N-m. 2.9. 0=8 mm, D 
= 5h mm. 2.40. [P] = 50 kN, 2.11. n = 4 sogún-la condición de resistencia al 
cizallamiento. 2.12. » = 10 según la condición de resistencia ul aplastamiento. 
2.13. P 12 kN. la resistencia de las hojas di: nuirá un 20%. 2.14, 1 = 
¡3 MPa < 80 MPa, Op = 121,5 MPa < 200 MPa. La resistencia de la unión 
está asegurada. 2.15. d = 19 mum. 2.16. El remache 2 está más cargado, 1 = 
<= 101,5 MPa < 110 MPa, d7p = 138 MPa < 200 MPa. Las condiciones de re- 
sistencia se cumplen. 2.47. D, =P, = 6,85 kN; P,= P,=7,28KN. El fac- 
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tor de seguridad disminuirá en wn 6%. 2.18.  = 1,3d. 2.19. 5 = 11 cm, el ma- 
terial se aprovecha en un 65%. 2.20. Paygy —= 202 EN, el matorial se aprovecha 
en un 80% . 2.21. 1 = 24 cm (se añaden 2 cm para compensar la soldadura incom- 
úpleta), el material se aprovecha al 100%. 2.22. 2=8,5 mum. 2.23. b =170 mm, 

em (se añaden 2 crm para compensar la soldadura incompleta. 2.24. 
30 cm, la = 13 em. 2.25. Las condiciones de resistencia se cumplen. 2.26- 


H =0,29. 6 =7,75-101 MPa. 2.27. G=2.75-108 MPa, Ap =1%10”. 2,28. 
6 = 7,1-104 MPa. 2. y 35". 2.30. Mto, = 185 kN -m, D = 
== 228 cm. 2.31, ica D= 6,7/€m, según la rigidez, 
D=6.4 cm, defin: 10,8 XW. 2.33, máx Mipr= 


=0 kN'm. Tag =50 MPa, Paz = 585, D= 
=97cm, 2.34. Wrue/Winac=2,73, Y p. hue/Jp, mpe=4,56, me = 1,96. 
238. Pavas = 14d: macjmay == 2.92,15.88 E e oie 
133 he. Mpue = 48,2 Kg. 2.37. 4,37 em, D = 4.76 cm. 2.58. D,/Dy = 
= 1,26..2.59. D =6.8 cm, d= 4£m, Gmax = 13,3" (el extremo fzquierdo es 
fijo). 2.40. Mygz = 12 Nom, D, =6,35 cm, D¿=11,5 om, D¿=10 cm, 
máx 52. 2d. D=5,15 cm. 242. Mpygz = 8,8 KN, Qmaz = 40". 
2.43. Mungn = 197,7 kN 2, Qungx = 15', la condición de resistencia Junto al 
empotramiento izquierdo no se cumple, la condición de rigidez se cumple. 
244. Lo LENTO 245, Mo 525 kom, 2:66. 2 = 1,48 cm, Em 


a—T pla)" 
55 an DAT. MO me 1.96 KN cm, My = 0,84 KN -1m 2.48. K = 45,7 KN «2, 
Onáz 30. 2.49, Kon 10,55 KN om, pay o 28,7", 2.50. x= 0,482 mm. 
2.0. Mig = 49 KN <m. 2.52. Mig = 4.3 KN =m. 2.53. m/m, = 0,89. 2.54. 
Ka = 10KN «m, disminuirá en dos veces, 2.55. Xyym = 63,5 KN «m, disminuirá 
en 5,0 veces, 2.56. N = 40KW, qp = 1? por L 1. 2.57, 4 == 9,4 cim. 2.58. Ty = 
—= 62,5 MPa, y = 1,8%, 2.59. 5 = 14 cm. 2.60. d = 4,8:cm, yyy = 48,7 MPa, 
max = 19. 2.61. Para el continuo: Wp = 42,4 cm, Y = 186,5 cmn*; con el 
corte longitudinal: Wige = 1,47 cm: Jyor == 0.59 cm!. La resistencia disminul- 
rá en 28,8 veces, la rivldez disminuirá En 316 veces. 2.62, Mtgp == 2,22 KN -1m. 
2.03. Tax = 40 MPa; Qing == 1:48. 2.64. Myos — 10,8 KN la, disminuirá on 
75 veces. 2.65. 1, = 50 MPa, T, = 37,5 MPa. 2.60. Tmgy == 300 MPa, A= 


= 6,5 cm, 2.67. e = 5,18 MN/m. 2.68. d = 22 m. 2.69. n = 9 ospiras de tra- 
bajo. 2,70. d= 20 mm, P= 15,7 KN. 


Capítulo 3 
3.4. 2) 20 == 0, ye = M/9, D) xq = 6/3, yo = h/3, 0) 2 
=5M8, 0) zcm(a+200/8, yo=M3. 32. yo ER. 


PM 
«73 10m (ato+ 
+5) - 3.3. 2) 2=0, yo=4R/80), b) xc=yo=4R/8m), 0) 200, 


a 4 q ena (142sena) 
Ye 3 2a—sen 22) 3% da—snda 

Yo=—(1/2) 008 2, b) x0=0, ye=2R/x, 0) 20=0, yc (Rsena)/a, 3.5, F= 
=42 cm, 70 =0, yo = 3,78 cm. 3.6. 1) F = 32,942, 20 =0, yg = —0,32a. 
3.7,.P == 20 0m2, 20 = 30m, yo = 20m. 3.8. 1) F= 1602, 10 = 2,8760, yo == 
= 2,54, 3.9. 7 = 0,52, yo = 0,6334. 3.10. x, = 0,751, y, = 0,3h, 1, <= 0,3751, 
mola Bi.) dd mad, Iggy =0, Laa, ) 708/48, 
Ly=00Í8, 2) 1,1, ¿0DÍ%, Icy 20, Ly= DG, Jy= 00482, 
Fay =RD/8, 3) Lap = ly V3 BUO, Sy, Tam V 3032, y, 


=V 0/16, Jay=00/8, 3.12. 1) J=088/02, y ¿=01P/36, 2) J¿=3D"1128, 


dp y 10=0. 3.4. 0) xc=0, 
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1 4 20b 
" a s 

E E (++) %. 3.13 
Bas, 1 Pat. 316 Y 1080, 4, 19,408. 3,5, 1) am 48, 
ab/26, Imp=0/72, 2) a=4S, Ing 007488, Joy =0,0384R8, 
45%, Tango == 5,4208, Foygp = 1,8208, 3.16. 1) 0 = 25, Ja = 1,789 
Tenin=0,4808. ST. xq =y0 =Ó,T77R, Y y y=1, =0.00T5RS 
_38 2 py 
=P 2) dai. 340. 1) 7, 81,80%, 1, 250508, 4, 
A A4S, Lg 85.080, Sop21 868, taggmn2 o, inpo= tii 820, Tem 
=009/24, 3.21. J,y=—105 cm, J,, y, =48,8 61n%. 3.22. J,/J,=3,46. 3,23, El 
ertor es menor de lun 0,0%. 3.24. gy =750 em, Jo y =—212,9 cin, 

xy 888 cmnS, 3.25. Los momentos de inercia respecto al eje y tienen los 
O tios. pers laa es 7 Tmsz = 24,46 cant; para la sección en 
oruz Jqygx == 47,5 om. 3.26. Jy = 498 cant, Y, =153 cmd, 3.27. a = 6,04 cm. 


3.28. La sección en doble T compuesta: Ja m= 3,0430 co Jy == 2,21 40% m6; 
la sección tubular: Yy=3,04-404 cm, Y, =4.07-104cm8, 3.2920 == —0:445 cam, 
vo ia, dl em, cm (815%, Y gg = 2420" 0, Sg NAC] 2c= 
== 3,77 cm, yo =9,77 cm, a=9%20", nego cnt, ppp + —430 cm, 


Amar 1,7 cm, tom 57 em. 331. Jm A Hra va tU: 332. y 


Lied EN 8 
== nodo A 3.33. qa, LE (1) rin 
TA 


(TE rines 3:34. Jy=11250 cm, Jy=5838 cnt, Jyym= 0000 cun 
máx =14 980 craó, Y yygn =1600 cm. 3.35. Y ygx=2026 0008, Y onip=140 cm, 
2 ds 1 

3.0. Jpayo= oz be (yá va va PU) + gm 2062 cm, Ippo 10 cos? ae 

=105 cmá, 3.37. 2=2,5 cm, yo=0, Impx=304,8 cat, Imp =45,8 cms. 

3.38. zcm-—5,53 cm, yo=1,05 om, a=2%50", Jogpe=T407 cm, Imp 
2268 cun. 3.39, Jpppy=4,72:408 010%, ppp =3,885-404 cont, 3,40, Jo 

=5240 cit, i¿m=10,75 cm. 


"min 


Capítulo 4 


9) Va A 
y MiZ3he: Y Up = 2R, máx 
=0, máx (=P, máx | M | = Pa; 10) ATA 
a SP/4, máx M=>3Pal?, 4.5, 1) Ya = qa a/a) 
a 2 = 0 — ale), máx M= (qe2/o) (12 ale): 2) Y, 
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Para el problema 42 


== (ga/l) (e + 0/2), taa/Y) e +a/2). Me = (gab/l) (e + a/2), Mp == 
= E frio ad: ae y allá, za —= 4, 14 Ml qUÍ8S, Mos = 
am 1/6, máx Mim q1Y36, 23 == 208, máx [44 

= gps: ó) a gl, Y y = Tal/9, zo = 519, máx ME 25GP/108; 6) Va = 
= Vamo Lom 0, máx = quí, 7) Va = Va o 290/3, máx | 01 
= 2/3 dio? cal apoyo) máx 17 Zas ¿ela distancia 2a/8 del opevo 5 
Va E 7q0/6, o Ade al pogo 1) máx 
te a ada custávoia Da/1S del E Jero A qu, Yo = u/3 
máx 0 Sga/3 Gumto al apoyo 4), má e e istancia cds del 
/6, máx | 01 = 7q/8 (junto al apoo A), 

1/6 del apoyo 4).4.5. a) máx 
Véaso la figura. 4.8. máx, MI = qU/6, 4.9. 
igura. 4.14. a) máx Y M1 1 = 4Pa/3 (oh el punto 


I h 
4.10. 
[TA 
e 
TS Eu | 
a a 
, + o 7 n 
id ia le 
ñ 


o En 
Para el probloma 47 


= 15 Y 


Para el problema 4.9 Para el problema 440 
430 


€1/8 1 derecha): D) més AL = 49qu/52 (a la distancia 7a/4 del apoyo derecho). 
4:12..1) Véase la solución; 2) Va = —q2/4, Va = 0q0/4, máx | MI = ga? (ón la 
sección sobre el apoyo B); 3) Vz = ga/á, V y = 11g0/4, máx M = 3qa*/4 (en el 
punto €, a la derecha); 4) Va =70/5, Y máx (01 = 80215, máx [M1 


'n = —90/2, máx Q = ga (junto al apoyo 4, a la izquierda), máx M= qat/a 
(en la sección A); 9) —Va == V, E tn el tramo AB),. 


máx 1 M1 ] =L (en los voladizos); 10) Y, =9a/A, Vy = 5qa/á, máx Q= 
= 5qa/4 (junto al apoyo A, a la derecha), máx | M | = qa* (en la sección 4). 
4.18, Véase la figura. 6.14. a) máx | M|= 22/56, b) máx| M | = gal/ó. 


Para el problema 4.13 


. Véase la figura, 4.16. 1) Q=—0, M=0; 2) Q=—m/2, máx Me 
ma/2 (en el punto "medio de la luz): 3) Q = —3m/2 (entre los apoyos), 
máx | M| <= ma (junto al apoyo derecho); 4) Q = —2m (entre los apoyos), 
más 1-21 | = a Jinto a los apoyos; 5) O = 0, máx'31 = qe (en el punto medio 
de lo luz); 6) 0=m/3; 7) 0 = —2m/3, máx 
1.4 | = ma/3 (on los límites de los tramos); 


8) 0=0, máx M= ma (on los límites do 
los tramos); 9) Q=0, máx M=2ma (en 7 
los límites de los tramos); 10) Q=— m/3, 


máx, 2ma/3 (en los límites de los tramos); 


1 
11) 0 = —m (entro los apoyos). máx | M| == 
='am (en el tramo CB). 4.47. 1) Qugg=3b/2 E 
(en el tramo AB), máx | M1 = 3Pa/2 (junto 4 2 


al empotramiento); 2) véase los diagramas Q y 1 j 


M en la solución; 3) máx|Q 1 =2P (en el qe 
tramo AB), (máx |M] = 2Pa (junto al empo- E 
tramiento “derecho); 4) máx | 01 = 2ag (junto 


al empotramiento derecho), máx |M| = 3qa?/2. 

4.18. máx | M|=2,59a* (junto al empotra- Para el problema 4.15 
miento). 4.49. Véase la figura. 4.20. V,=79a/18, 

Yo = 11ga/18, máx Q= 890/9 (en la sección 

B), máx M =/0,77qa" (en el tramo BC a la distancia 0,5ta del punto B). 
4.21. Vénso la figura. 4,22. Véoso la solución 4.23. Véase la figura. 4.24. 1) Ma = 
=—aP/2, Mp =qP/2, Mo =-—3P/2 2) Mp =—Ma=Mo=—Mp= 
=12% 3) Va=20, Ha =7g/6, Hy=-—3qU/4, Mo =—T41V8, Mp = 
= 39b/8; 4) Pa= VA E PI2 pH =0, Mp =PU2, Me 0; 
5) Vy=—VA=P/2/ Mp =0, Hg =—P, "Mp =-PU2, Mo=—Pk 
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y 
1 2 i 17% 
rc fo Ed 
PESE Ir 
t ' 
lA 1 ¡far La 
poor ON a 
lees 
Gago ñ po 
7 AE E 7; 
» 17) 


Para el problema 4.19 


My =71P1/8, máx M= 7PU/4; 

8) más M = Pa, máx 0 =P, 
=2ag, N 510) máx M= 
Va=P, H¿=—Hp=-—2P, 


8) Mo = PUB, Mp =13PUS, Mi 
% 26x 0 =P, máx N= F; 


Para el problema 421 Para el problema 4.23 


= Pl, M¿p = —2P!; 12) Véase la solución; 13) Véase la solu- 

Mea Das Da a Ben a y DJ; 2) máx AL = 2Pa/3 (en las secciones 
A y B); 3) máx M= Pr (V2 /2 (en el punto medio del arco); 4) máx, as 

2 0,414gr, máx M = 0,215gr*; 5) 7 es =- pa 6) M (p) = TA (auqra/2) X 

X (1 — cos p), cuando p = arcsen (| = Maáxi 7 (9) = mrp— 
= (umr/2) (1 — cos q), cuando q = paa e MP A 26. 1) w= 


== 7 2% E 4 e Wi We 
ás 
, My E 5 ña msm. ue Ed 


A li . 8) W,=W, E ») m2, 


Est 0,447D*. A m=W= PG 1280 4.27. Dis- 


a 


minuirá en 1,41 veces. 4.28. W, : Wa : W,=10,67: 10,5 : 10. 6.29. y 
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En un 5,4%, 4.30. a) en 4% veces: Ly en X veces. 4.31. Wa =(2 + 2/4) 1%, 
Way] 2,955r9, Wo = (2 — 2/4) 17, Wyy = 1,558r. 4.92. 1) 1, = 56%, W, = 
1,50% 2) WM, "509, W, = 2.58%, 4/33. El rectángulo: b=14 om, P= 
= 302 cia, el dirculo: D 20,5 cm, F = 551 em, el tubo: D = 37.9 cm, P= 
= 215 cm 4.34. W,=282,8 cm”, W, = 46,2 cin. 

:4.35. Para la sección en cruz MW, = 1071 em, para 5100 

la sección de tubo cuadrado W, = 3703 cm?. “4.36. 

máx o == ÓM/(04). 4.37. máx ú =208 MPa, p= Es 
=25,5m, 4.38. P, 62 kN. 4.39. 41,0 MPa, 82,0 MPa. 
4.40: máx o MPa, 4.41. máx o =130 MPa. 
4:42; N* 10 (máx o =128 MPa). 4.43. máxo= 
=150 MPa, máx 1=3 MPa. 4.44. máx o =138 MPa, 
máx += 14 MPa. 4.45, 0 = 4,16 MPa. 1 = 0,48 MPa: 
4.46. a) h— 3,3 mm; b) e =122cm. 4.47: N* 40, 
W = 34,8 cm? (se necesita W= 27.8 cm). 4.48. 0= 
= 7,4 om. 449. N* 30, W= 743 cm (se necesita 
W= 607 cm*). 4.50. d => 8,75 cm. 4.51. El lado de 
la sección debe ser igual a $'cx. 4.52. D = 4,45 cm. 
453. Pag = 2,77 EN. 4.54. [M,] =9,90 kN=m, 
(Mi = 138 KN -m. 4.55. Py: Fo: Fo: Py=4, 
:58:1,7:4. 4.56. 2) e== Som; D)h == 

0) e == 0,4 cm. 4,57. e = 28:cm según la condición de 

resistencia del remache al cizallamiento, 4.58. a) 5=7 EL 2% D) 9=77 a 
4.50, La altura h debe variar de acuerdo con la ley lineal h (x) == cx, donde e = 
= Y ZaNbO max), z es la distancia a partir del extremo libre del voladizo. 4.60. 
[P] = 12 kN. 4.61. 1) Véanse en la figura el diagrama 1; 2) véase la solución, 


4.62. El centro de flexión se halla a una distaucia igual a 1,60 cn de la pared 
del perfil en U, u la derecha, Tmgy = 18,3 MPa. 4.63. 8) Tax = 1,350/((0) a la 


g 
distancia 0,64 del boro del ala; b) tn" EX donde Sm 


Let 009/12, 4.64. a) Le LT 4:65. Vénse 


10 
0.680 . 
ta * 


22,4 


Para el problema 
asii) 


la solución. 4.66. Véase la solución. 4.07. 2) Tax 


Q 


Y mix = 


1-28 
0,775 42-50) Tragx=0,138 2468. Oax =— Omin= 28/4MPA. 4.00. Oppgz 
= 112 MPa, Ojpin = —6 MPa. 4.70, (P] = 20819/3. 4.71. a) Por orriba de la 


barra suporior | a | =222£—, por abajo de la barra inferior | 0 | A 30) por 


arriba de la borra superior | a |=¡Fpgs Por abajo de la barra inferior | 0 ]= 


a 4.72. Véase la solución. 4.73. gy =236 N/cm. 4.74. Mp = 


=5,00 kN +. 4.75. Véase la solución. 4.76. Para la sección circular xy = 
= 1,7; para la sección cuadrada 4, = 1,5, es decir, mucho mayor que para la 
sección en doble 'T (1,15). De este modo el valor pequeño de Xy. responde a una 
forma racional de la sección. 4.77. El eje neutro de la sección pasa a una distan- 
cia ó del ala. 4.78. b = 7 mm. 4.79. El momento flector junto al empotramiento 
es igual a 15, en el lugar de la dobladura es igual a Pa, el somento torsor cr el 
tramo 48 es igual a Pa, en el voladizo es igual a cero. 4.80. a) Mo = Pe/a; 
b) M= (L cos 0)/2. 4.81. El momento flector es M = ma. El momento torsor 
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es igual a cero. 4.82. máx M = Pa/2, máx | Mior | =0,21Pa. 4.83. máx M= 
a ),335ga*. 4.84. Véase la solución. 4.85. la solución. 


ja, máx LAlpgel = 
4.86. Cuando «> 45 : máx M= L sen 2, Máx Mio, =_ L sen? a cuando U < 
< 45 máx M= Leosa, máx Mir =Lcost a. 4:87. 1) Cuando 0 >b 
máx M= Pa, máx Mi = Pa; cuando a < 0 máx M= PD, máx Mio == 
= Pb; 2) máx M = Méx My = Pal2, Q=P; 3) M= LY; 
0=0,4) M=0, Muy = LV 2, Q=0; 5) máx M= qa%/4 (junto a los nudos), 
Mor = 40%/4, máx Q'E qa (junto a los mudos 4 y 8),6) M = am/2, Máx Mor == 
='dn/2 (junto a los mudos), O = 0; 1) máx M1 = Pr ¡en las secciones 4 YB), 
máx Mir = 2rP (en la sección €), Q = P; 8) máx M= L (en las secciones A 
y B), m08% Mie = L en los Jngares de aplicación de la carga), O = 0; 9) MM = 
Lo Mor = Los a + Egea a, máx M <= máx Myoy = L (en los lugares de 
aplicación de la carga), Q /0) máx Af = £ (en los lugares de aplicación de 


la carga), máx Mygp= LV 2, Q=0. 


Capítulo 51 


k a 
yr 0 0 E OO 

e, ee as Pm C75 A e 

= se (b BET ' 2 80) BET v(0) BET 300 


2.2, y 2 BA: go, y HO 
ET UET Er 2ET ; 


e GA, 


AB dla, e SP A Sar 
= ET 37) 000)=-=—. v (20) 3 +9 00)=>3p7 + 


9) 0(20)=—3p7-(4L+P0 


A 


(00) $7 (20420) 


A 


ya . y 
=% » 0 117 + si 12 0b= 


qe a E E. A, =$ 
=deri "O=r? 19 0M=é¿p+ "O=qpEJ+ 10 00= 


90 TOA EP y RIO, 
aer 0 Ar OIDO O 
(9939 1 TN (gogo) 0? 
169 A MN ÉS 
e go +30) SL (go +90) aja. _delardab Aa) qa 
2 ES 310 == EJ BET 


OE 


q (a 50414418) Pe e Se _ 
OE — a Bl "=> E cm. 53. 1) 04= 7 6 
d%=—+Er + me=—3 EJ > "mappy 5 2 0=-0= Er 
1) El 


je z está dirigido hacia 'la derecha; el eje v, hacia abajo. Las 
secciones se asignan mediante la abscisa (por ejemplo: v(2), 6(2), ete.) o 
mediante el índice (pór ejemplo, Op, 0, eto). 
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a U— 
Omeo=0, Une =$ 273 3) 04= 09 PEL ea O, a 


— Pasó y, a. dy PRUSD m 


E ET BlE7 
¿439 
Pa Dr PREPA sonando 15 5 e 
Lo (db E le ¿87 
=0ET (+ +). On=4Ey 7 (hz) * Pe Er rl +7) 
Lot 1 Pas Ia) 
ome = ¿ey (45) cunado abi 0) 04=09= PRE, ea = 
Pab 1420) 
A + Dmmed mea =0, — Pmea= 
Lo (b +40) a - La fa _ 1 
=- + 3 04=0=7É7 Bea =-F7 (f-2) , 


O 


E A 
E 


ones 1D dam Dmyed=0, dped=zg70 12) da = 
dr Omed iz Umea==0 15%  04=—0, 


y ja 
Omped=0, y, e 14) 04=02=—Omea= ¡Hzy> Uma =0; 15) 


0 Her (br) > 00d (+71) y cunado 20 Ones == 
dr l—) > caer (ET) ¡cunado a Ona 


(1200 z E 
E pt Bl nl: a el [15- A ZoNe 


Tala 
16) DEA => Wet EROET + Une Ji 1 da= 


" 
== ey ener 18) 0=0, 9=0; 19) A 
a ALE LI PR 1 A 
Er A A 
a mab (Lp bh) mb mb (382403), Pl 
AS ON a 
=0,119 cm. 55. 1 e 0,68 cm. 34 A om, 04 
Ey 0.0095, 09 =p = 8. ¿=40 om, 
ET 0.585, On=pg7 0.09 ces 


0=6.0 MPa. Según la condición de resistencia ¿=6 cm, es decir, la viga es 
más ligera en Ue 40% e DOTE es de 148.0 cm; Según la condi- 
ción de resistencia 6 cm. 5.40. Véase Ja solución. 5.11. Véase la solución, 


5.12. ENmo(p= tds dE $) =0. 543. 01092, M0)2L, 
e MS 1 
TE 2V3 
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(a la distancia igual a 


del punto medio de Ja 1] - Véase en la figura los diagramas. 5.14. El punto 
de infloxión se encuentra a la distancia 1/3 del apoyo izquierdo A. Los 


ángulos de giro son 04=0, 6(L)=—4L. 545. 1=6,75m. 5.16. Em 
3 EJ 


Do 0 


Para ol problema 5.13 


Pen — Pe (el430) Pe uzo E el 
a) o? vom gp m0 dam —3gr+ do 
Pe Le 0 e 
OA 
Le (21430) LL o. o A = 
y Y pd gg Dión TES Ya 
A she e A El 0a=—12,4; 


oammass 45 0 (2 m)=0,330 cm, (cuando x= 
m). “Véase la figura. 5.26. 0 (3,5 m)=0,0262=1%30", 0.5 mi =0,0319= 
v48,5 m)=4,58 cm; D(5 m)=9, 10 om. 5,27. E 26,0 m. 5.28. a) 


. 
Uma =23Pa*/AGES, D) a 529. 0.=HE7+ O + 


5.30.0 mag =1,47 cm; J>6,65-2=13,3 emi. 5.31. vl,eq=0,50mear Vinea=0s 


Ye ea =050Ícar nea =Pmed> a a 5.32, Véase la figura. 5.33, 6= 


quis ae, pe) 

Hey =1,52 em. 5.34. EJ0= +5) L, Ejto= 
2 e 

A A e 2 +7) A > pi em, Una=0,751 em 
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(cuando z=1,08 cm), »¿=0.24 cm. 5.35. 210, 


[coro]. der 


A 
parra aan 
tz] TY ¡ Jrs 
A0J=BAN-m] 


ES 0] 
PP EEN 
mim S ) pea 

7 1 bh 4 
El 7 - > 
“DS 


Para el problema $5.32 


05= [bob u+o—* (a+ 5) ] fer > 50. 0) 010 =0 0 = 
vi05b=0; by 010 [ato] gy > 00m — [sa + 
A 


0) 


=0; 01 E = ; 
DIO =O; dy 0 Maz: PO e 9010 
3qn 


v10,5)= 
5.38. En el tramo 7 de la 


0,0526, v:10,51)=0,312 cm. 


e E a EJv=3,.48x-4-0,28%%. 
En el tromo 11 EJO= 021,  EJv=3,4874-0.27871. 
—5iz—1)% Enol tramo /17 ARTO ,8351%— 10 (2— 1) 48,33 (2 — 21 
CO dir 4-0,27820—5 (2 19942,08 (211, En el tramo JV EJO=348+ 
210 (2—1)-+8,33 (1—2)28,33 (1—3/5—25.812—3)%, EJv=3,68% 4 
Foz 52 — 1942.08 (2 2392.08 (2—3)4—8,61 (23%, 7 y vonm, 
EJ on kN=m%, 5,39. LIZA 07 cm, vder=—2,14 cm. 5.40. a) La flecha en 


el punto B es igual a 7-=0,417 cm; véase el diagrama de las flechas on 


5.37. 010)= 


SET 


' $ PR, PDw 
- E =30+ 254 = la 
la figura. Dr O0=0,0140. AL. ¿=p bay 30 + 254 5,54 om 
A L 2092? 
542, :0= pp + 548. da =p zp > 54h Ong" dad =—1X 
q. a 0 qe 290 
EA ta" 5. Op 107 > Dom 9.5 7, 00 — GTO 


546. Expo di. MEL const. 5.48, El error de la solución apro- 


ximada para la flecha máximo es ko=(Whley —vinea VUinea =0%/scnt A. 


Cuando 2<0.35 que correspondo a mea <0.10%L, tenemos to <0.5. 
5.40. Ompx=1/p=IL KEI) = 0,503=32,3%) Upay=0 11—c05 Oppga)=13,8 cm 
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(según la fórmula aproximada %,y3x =LF/(2EJ) obtendremos dp qy = 14.4 cm). 
Pi, RPL E Ej 2 
550, a) sE + Gp =0.0455+0,0186=0,0641 (cuando 4=2,9) b) p7-+ 
. 
+222L 0,091-+0,037=0,128 cm. 5ÓL. oma= He 
Pr B 


po Pl 
E 
+0.0190=0,0237 cm, Oax = Ty" + zar = 000400 ++-0.000325= 


5.52, E, y eN h es la altura de la sección de la viga. 5,53, [= 


alo ETA att, 

=10 + da==3— Gunto al extremo calentado) 03=—-¿¿=. 5.54. 04= 
A — Star LP 20n 
= EA. donde dia, 0a=Sz 7; cuando aro ¡A 


cuando a<ú f=ata/áh). 
cuando 0 < 7 < 24 0=—ka/6 


z, cuando 2a <z< da 0=k(2-20)—hka/6, 

v= k (7—2a2/2—har/6; máx lol == 

2080 G20Bcm — =25ka%/72 cuando 2=130/0; ke:0t/h 
Lozen la altura d 


lo la viga, 0 es ul coe- 
te de di 


ación térmica del ma= 

Para el prblema 540(a) terial). El origón do cálculo de z so 
encuentra en el extromo izquierdo do 

la viga; 2) en el tramo que se calienta 

25 a) ve —hs"/2, en el tramo x>a ve=ka(a—22)/2 3) cuando <a v= 
m= —kr%/2+3naz/4, Umgx=09ha%/82 (cuando z=30/4% cuando z>av= 


=—har/4-+ha"/2, 04 =3h0/4, Og=—ha/á; 4) cuando <a v=—kr/24 
+haa/0, Om —ke+ha/0; cuando 20 0= PLE haz sb ha, Om hr 


49ka*/72 (cuando z=11a/0), Da ==ka/0, 03 =7ka/6, Oc == 


= —5hajO; 5) vo = —klo/2; 6) va=0p=—ko (L+a)/2; 7) cuando 0<z< da 
P pod Ne rt 00 im la 1 lg Jl 
(en el extremo del voladizo); 3) cuando 02320 0= —ke-+dah/3, y 
30/24 dakzJ8; Cuando 25> le O=—20k/3, 0 —20K2/3-4-209/; Dopagr 
=100*4/9 cuando z=4a/3; 9) cuando 02 <2A O —kr+k 
liza; cuando 2 >2a O=hz—dak, v=k1/2—3akr; máx [o 
extremo del voladizo); 10) cuando 0<z<Gad=kz, p=ke/ 
2200 dsp lak, 0 —k0/242aks— 20% máx lo] ho*/2 (on ol extremo 


libre del voladizo); 17) v=—k2"/24+kls/2. 5.56. 1) 04=— 


EJ > 955 


OA 7 spp MN 2 
o E IE 
1490) Es Pp 12 
LE va =Le (y +5)/81 UOC 

a _ 2PR PB pt 
>= ET 9 DS + PASE? "=Er 0 damzg 
oy 5Pa? ; 


sep $ 
Ei 5.57. a) »co=20 cm, vy= 


=2,85 em, b) vc=1,57 cm, vg=2,06 emm. 3.58. O.psx =0.046, 0px=5,04 cm, 
véanse los diagramas en la solución. 5.59. Ugg =91%/2E/ gx), donde Ja 


zm (POCA CO MEA A s | e 
0.100 [19,9 [ so | sex | 005 [ 7.o [| 800 
m [ oo | oso | ost | 150 


2 | 302 


=0n%/12 la flecha obtenida es cuatro veces mayor que la del voladizo 

de sección constante. 5.60, Tabla de ordenadas de los diagramas por £ m. 

5.61. Véase la solución. 5.62. Upay =P /82nEJ)=5,1 cm (Y =04/12). 5,03, 
2 [0]br a Pm = 

(01 LL 20 AN, om Ep (0D PVGEL=5 cm. 5,04. Vénse 

la solución, 5.65. Despreciando la deformación-de la 'viga; obtendremos S, == 

== $, = 1,07 KN, o = 85 MPa. Despreciando la doformación de los tirantes, 


q35m0/n 


Y ina Zém; 


Para el problema 5.69 Para el problema 5.70(11) 


holluremos Sy = 0, Sy =5,00 KN, 0 =0, 566. Op =IL/GEJ), My = L/2, 
Va Pp E —2L/K8N, 5.87. a) Ma = 2830 p/1. My = —SEJO IL b) Ma = 
= —6EJAJR, Mp= GEJA/B. 5.68. Oax = 156 MPa en la sección junto al 
50. Vésse la iigura."5.70. 1) M (0) m= —3a (a +0) P/(2D, 
E ball E Ga, o la) = Pa? (1 — 12011 + 30/1/1425); 

—gl2/8, máx M1 = OqÍ2/128 cuando x= 05251 , pg — q8/d9287) 
ql/(185EJ) cuando > = 0,5791 a Mm Te A 20, máx M 
== q1/23,8 cuando x= =067ÍL, € BASES). "máx v = qUN82TES) 
<uando x= 0,5981; 4) 31 (0) 280/33,5 cuando x = 0,5581; 
05D ale/lA2G ES): máx e ale/(41BES) cuando >= 0.522 5) M (0) = 
(0,50 = LEJO2ED),. máx o = LO/QTES cuando x= 20/3: 6) 

L 


: y 

7(i—adE) ¿oo (7 ; +02): 7) máx 14, = 
— 9q2"/32 (junto al empotraiento), en el vano M gx = 0,23234* (a la distancia 
57a/64 del erapotramiento), mea =,0,033902%/(EJ); 8) máx | M| = 7902/32 
(junto al empotramiento), en el vano Myy4x=0,20570* (a la distancia 41a/64 del 
apoyo derecho), Yimeg = 0.050ga*/(EJ); 9) máx M = L (en el apoyo derecho), 


439 


tea = 5Le/16EJ); 10) máx M= 
ia Az0/32 del apoyo derecho), junto al expotramiento 
qat/(64 EJ); 11) M (0) = —3PIM6, Mepog = 5PU32, véam- 
se los diagramas Men la figura TPR/(068EJ), máx v=PP/(48EJ Y 5) 
= 0,0035 PR/(E7) cuando z=0858L. 5.11. 1) M(0)=M() = —PUS, 
Minea = PIS, Ponea = "mi B/92EJ); 2) M (0) = —Pbta/l, MU) = 
2. Pam 


= —POD/E, 0 (0) =Gzzp > "mts ETT GE E Uno a > > y cuando 
Lab. e, o—=PR 2bta. a 

=p NO) =M0=— + 010) =377 14) M 00) 

= MD = —gB/12, v (0,5) = máx v=91/(884EJ); 5) M(0)= —qr/30, 


M 4) = —aB/20, máx M= 913/46, (cuando x — 0.548D), tmpa = aBÍ(OBEN, 
máx y == alY/764EJ (cuando == 0,5253 6) M0) = PE, My 


LURO Latbr 190) 7) cuando 920 máx |Me=|2aL/(6+20) 


0 
¡en la parte media de la viga), cuando 
0 Se máx | M | = DL/( + da) Gun 
to a los apoyos), la flecha en el 
puato de aplicación del momento 
L: v= Lao) (2 (6 +2a) EJh 8) 
máx | 243 = 39L/64 (en el punto me- 
dio de la viga), junto al apoyo izquier- 
do M L/6, junto al apoyo derecho 
Men TL/AG, vy = —1 Lat (64EJS); 
7 máx M=3Pajá (en el. punto 
medio de la viga), en los tramos 
vecinos a los apoyos —M== —Pa/á, 
x ve17P09/(12£,) (en el punto mez 
E de viga); 10) máx | M4 1 == 11g08/48 
Para el problema 5.72 (junto al apoyo izquierdo), y junto al 
apoyo, derecho Al == —8qa8/48, neg 
jas/(24EJ). 5.72. a) Véase la Hglra; 
3.73. Ry = 594/12, 
a figura, 5,74. 9, = 
15. Sm (5/8) aid 4 


b) máx M7 = 13P1/64 on el lu 
Ry = 3790/12, Ry = 5q1/2, Vi 
= 7690/(9£)) (en el sentido de las agujas del reloj) 


ción de la fuerz: 


Para el problema 5.73 


43,11 )=946N. 5.76. S- = —W e ,30 kN. 
8:77. La Hecha ¡3at 3 ESE a, — DVI2ÁEZ,) v= 14,7 cm, tensión 30£ MPa. 
578. P,= PEI EIO, Pa PRÍSART, + RI y. 5.79. Véanse los 
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Para el problema 579 


diagramas Q y Men la figura. máx M_= 33,4 KN «m (a 1.30 m de distancia « 

apoyo 0). Tomamos el perfil doble T N*22a. Los ángulos de giro son: 04] 

000427, "0, mu — O,dO349, O, = — 0,00207.  emed = — O,00154 mo 
e —1,54 mm. 5.80. 4) My = My = —21 KN +; 2 Áiza =4 KN =0m; Mge 

5 aa ¡23 Mao My = —A6.67KN «m = —q1%/12)4) My = —81,8 KN -m 

V y 03,5, e = 16.9 KN, Vp ná M4 

mi 6) Va =58.5 K 87,8 kN, 


1 


po 


22682 
Para el problema 5.81 (a) Para el problema 5.83(a) 


39,0 KN ca Mapty = 27.0 KN GO 


Vo =—13,5 KN, Vp =2,2 kN, Mongz 
7) Va =-—27 EN, Va =29,7 KN, Ye 7 kN 
= 12,2 kN -M, Min =—S,1 KN -m; 8) Ya = 100,0 
= 420 kN, Vo = 200 KN, Mapgg = 333 KN 10, Mypjp = —320 La 9) + = 
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=15,4kN, Va = Vo =20£N, Po = 15,4 


=-—15,4 kN -m; 5.81. a) Mp = 
la figura. 5) M7, = —0,267£, ) JO6TL. 5.82. a) Mi = Ma = 6KEJ/S 
(e = at/h), bh) 'M, = My = KE. M= GREJIT; 0) Mi = —35KEJMA, 
M,=—3kEJMA; 5.84. 1) La flecha es igual a cero; 2) en el vano izquierdo 1) 
ma )/(141), donde k =at/h ía es el coeficiente de dilatación 
térmica del h, la altura de la sección de la viga), máx + = —0,0106 k12 
feuando z = 21/3); en el vano derecho v = ds (—3x* + 2lz + 19)/(141), máx v = 
= 0,0500 kI* (cuando 7=0,6231); 3) en el vano menor v=kz (22 — Gaz-+-5a?)/ 
/(42a) = 0,004 ka?, en el mayor máx » = —0,288 ka”; 4) en el vano izquios 

y ka? (E — 0)/C1d), máx v = 0,0211 kE" (cuando z =21/3); en el derecho » = 


Máx = 19,7£N 1d, Mingo = 
V 3). Véase el diagrama 31 en 


= —n5 (19 — She + 283)/(14D), máx v = —0,0276KM (cuando 2 = 0,5771); 5) en 
el vano central v= kz (1 — 2)/5, máx o = 0,0541% en el primero máx v = 
= —-0,0385kt* (cuando x = 0,5771); 6) en el vano primero v = —kz? (1 — x)/(00) 


máx v == —241%/81 (cuando z = 21/3); en el segundo v == kz (1 — 2)/6, máx b = 
= K1/24. 7) en el vano izquierdo 1 == (3k/14) (23,1. — 29), máx | u] = 0,0321 
cuando 2 = 2/3; en el vano derecho y = % (—249/1— 28 + 3l2)/14, Vingx = 
== 0,072 kI% cuando z = 0,561, 8) en el vano izquierdo v = 429/51 — kr3/2 + 
+ 341/10, 0yyx = 0,0463kFÍ cuando x = 0,5581; en el vano central v == ke*/10 — 
— kelz/40, máx to] =X1%/40 (cn el punto medio del vano); 9) en el vano izquier- 
do vr 12—K82/42, máx 1) =2412/(36 Y 3) cuando x=1/V 3; en el vano 
derecho 0= —kr/8l — ket/4 — kiz/24 + KE, Ogz > 1,21% 8 cuando x= 
= 1.611; 10) todos los vanos trabajan en condiciones iguales, tal como en el 
problema 5.84, 7 (la flecha es igual a coro). 5.85. máx M= M, = —3EJat/(QN), 
máx u=4rxa%/(27h) (en el vano mayor a la distancia 4a/8 del apoyo 1), G,==Ú: 
5.80. 1) S=48R MO OI PATO 348/F ji TAN; DS má8Lada/l (8/7 + 
PAÍS )I=485 N. 5,87. 0) PIO+3eEJ/D), bd) My=Pa (0 —2eED)/2 a 
ETE RDE 0) My —0,42:4E//h, My =-—045utEJ/h en N=m, donde h es 
la altura de la viga en m. 5.88. a) e == 1/(192EJ) = 3,0840 m/N; d) e = 
= MU(IGEJ) = 44,410 1/1 M, = —PIÑO. My =0. 5.90. Véase la 


a” 
5% 
784 
Para el problema 5.90 Para el problema 591 


figura, 5.91. Véase el diagrama M en N-m en la figura. 5.92. M, = 
= —3,97kN-m, My = —2,44 kN -m, M, = 1,22 kN -m. 5.93. a) GM 5p/l, don- 
de Mm es el valor límite del momento flector; b) 7,5Myp/l; €) 6Myyop/l. 
5.9%, Pig = (12) Mygop/(lz— 22), mín P yyyy =5,64M ys, /! cuando 2=0,41L. 
5.95. 2) 01m =[6-+4 V 2) Mis =11.88M,5,p/0%, 0,4151 a partir del apoyo 
derecho; li) lo mismo; c) lo mismo. 5.96. 2) Pip =8Myp/h3 ) lo mismo. 


1) El cálculo de z se lleva a cabo del extremo izquierdo del vano corres- 
pondiento. 
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5.97. Qi =16Migy/P. 5.98. móxM=18,7 kN=m, máxo=02Í5 cm. 


5.99. 0=58,8 MPa. 5.100. 0=77,0 MPa. 5.101. El-calado del pontón cerca 
de la proa es igual a 27 em, cerca de la popa es igual a 107 cm. El momento. 
flector máximo es 233 kN -m. 5.102. máx D=0,277 cm, máx M=17,5 kN -m. 


5.103. Véase los diagramas en la solución. 5.104. máx o = 183. MPa, máx 7= 
= 75,5 MPa, máx1=8.3 MPa. 5.105. Véase la figura. 5.406, móxo= 


2 2 730 25 1ó0cm 


Para el problema 5405 


=1í1 MPa, véase el diagrama de los bimomentos en la solución. 5.407. 


máx T = 6,0 MPa (en la sección y = 100 cm). máx T = 3,6 MPa (junto al 
Smpotramiénto). . 5.108. máx a = 115 MPa (se diferencia de la exacta 
en un 4%). Véase el diagrama de los bimomentos en la solución. 


PRO (SIMA SI ; Pals 
5.409. Sy PEATÓN 4.22 om, = =0/ A 
109. Su SEN o dy = 37] = 058 cm. 
a 2 
5410. ye=0,340 LE 5412. b0= 
Pro Pra - Pri 3 
=p + va 0475 + Da =0,305G77 > 5:88. Vóase la tabla en la 
a 
pág. 444. 5.114. 09=25 3h 0 Óció Óroa 5.116. 
1 a 
Bao =15,7 Fr + d=120 > 57. Óvert= Short = 


ae ge, gen e 4 3 
7 SCT NET 0 5.118. máx M=0,208Pa (junto al empotra: 
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Tabla para el problema 5.113 


SEAT E 


Desylazamiento $, 
multiplicado por 
EJ 3,72Lr | 1,85Pr | 2,76LF | 2,54Pr9 | 5,12Pr | 6,06Pr3 


Angulo entre la 
dirección del des- 
flszamiento y la 
wrizontal 5730" Ta*20" 68%40" 51940" 87*00" 05945" 


miento), Véase los diagramas M, Q, N en la solución. 5.119. máx M=0,221ga* 
(véase el diagrama 3 en la solución). 5,120. (máx M==0,318Pr (bajo la fuerza 
P). Véase el diagrama M7 en la solución, 5.121. Véase en la figura, 5.122, 


q0e 


Para el problema 5.124 Para el problema 5.128 


(cn el ángulo izquierdo inferior). Véase ol diagrama 1 en 
1 'énse el diagrama 31 en la figura. 5.124. Véase la figura. 
El área del diagrama de momentos dentro del marco es igual a su área por fuera. 


Para el problema 5424 

5.425. a) Mp =2L/n; b) Ma =0,86gr2 (compresión desde afuera); c) ML 
qm [a—seno—F dd—cos0)], máx al=0.46gr* — (cuando 008%); 
d) My=1,18P», Q, = Pla. 5.426. 1) máx M = qu*/2 (en la sección B), Ma = 
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= 0,035qa*; 2) máx M = 0,63P+ (en la sección 4), máx Q = 0,63P, cerca de las 
articulaciones (desde abajo), 1máx 0.632 (en la sección 4); 3) máx M = 
= 0,TtPa, máx Q = P/2, máx N = P/2: 4) máx M = 17Pa/40 (cerca de los 
vudos 4 y'B, así como en el tramo 4.8 de la estructura), máx O =232/40 (en los 
tramos AD y BC), máx N = 23P/40 (en el tramo 48); 3) máx M = 0,63L, en 
las secciones B y E (de la parte superior), máx Q = 0,63L/r (en la sección 4), 
máx | V | =0,63£/+ (en los tramos DE y BC de la estructura); 6) máx M=2,27b, 
en las secciones £ y F (de la parte inferior), máx Q == 1,80L/r, (en 
las secciones A y 8), máx N = 1,80£/r (en las secciones C-y D); 7) máx M = 
L/2 (en lus secciones A y 8), máx Q = 0,64L/r (en las secciones B y A) 
máx N = 0,04L/r (en las secciones D y €); 8) máx M + gl%/12: (en las secciones 
4 y B), máx Q = gl/2: (en los secciones de los extremos de los tramos CD y EF 
de la estructura), máx Y = 1/2 (en los tramos EC y FD); 9) máx M e= 0.482br 
(en la sección A), máx Q=0,5P (en la sección A), máx | Y | =0,5P (on las 
secciones C y D); 20) máx M == gl/4 (en las secciones C, A y B); máx Q == qu 
(en las secciones A y B del dintel, máx |.N | = ga (en los pilares). 5.127. 6= 
=0,565Pa9/(EJ), 5.128. a) máx M=1,08ga" en el nudo. A; 8, == 0, 140904/(E); 
3) máx M = 0,510Pa en el tramo AB próximo al nudo A, 54 =025P4%/(EJ). 
5.129. máx M=0.667Pa en el nudo A; O. =0.125PaY/(8J). 5.430. 4) Bco 
=0440PP/(ES); 2) Sen=[(n/34 Y. 32 a) PONER (Indicación:: «Hace 
folta, aplicar 8 fuerzas iguales a £ y por el método de Mohr dividir engro 3). 
5.131. Vénse la solución, S.132. móx M, — 14P/40. Vénse el diagrama 4/ en la 
X O E 
. 5. . Om + 5.134. q . 
solución. e GT 5194. q Lartara) 


5 a = - 
54d, dE 150 0, 540. OPE. 5437. 6 5.138, 5 
PG, 0.199. f= ER 7,50 cm. 5.140. Véanse los diagramas M 


y Mor en la solución para el caso de b==a y G/toc/(E/)=0,8. 5.141. Cuando 


Para el problema 5.141 


b=a y GHorl(ES) = 0,8, máx M = 151/38. Véanse los diagramas M Y Mor 
en, la figura. 5.142. Cuando b= a y GJio:/(ES) =0,8, máx M=114 Y 3/27 
móx Myog=L. Vénnso los diagramas M y Mio en la solución, 5.143, máx M 

= 0,318Pa, máx Mror = 0,182Pa (junto al empotramiento). Véanse los diagra- 
mas M y Mtor en la solución. 5.144. máx Mor = 0.318L (on los lugares de 
aplicación de los momentos 2). Véanse los diagramas 3f y Mp en la solución, 
3-145. El momento flector en la sección bajo la fuerza es iguala 0,359Pa, Aquí 
la flecha es igual a 0,28Pa9/(E7). 5.146.) 1) máx M=11Pa/26 (cuando d=4); 
2) máx M=0.84L ¡en los nudos A y B en los tramos AD y BC delo 
estructura), máx Mor = 1,16L (en el tramo AB), Q = 0,395£/2 (en todos los 


1) Las respuestas se dan para el caso cuando la sección del pórtico es 
circular (Jtop = 24). Se considera que G =0.4E. 
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lugares); 3) máx M = 162/27 (en el tramo 48 de la estructura), máx | Myoy | = 
162/27 (en los tramos 4D y BC), O =0; 4) máx M1 = L (en los lugares de 
aplicación de los momentos concentrados 22), máx Mige = 21L/32 (en los tra- 
mos AB y DC), Q = 21£/(82a) (en todos los lugares); 4) máx M = 0,1312 (en 
los nudos), máx Air = 0,8692 (en los tramos de la estructura de longitud a 
entre los lugares de uplicación de los momentos exteriores L), Q = 0.088L/a 
(en todos los lugares); 6) M=5L/27 (en los tramos AB y DC de la estructura), 
máx | Mygr |=22L/27 (en los tramos de longitud a entre los lugares de aplica” 
ción delos momentos L), Q=0; 7) máx 47 =0.62L (en la sección 4): 
máx, | Mor | = 0.442 (en los lugares de aplicación de Jos momentos Z) (por 
detrás), Q = 0; 8) máx M = 0,71Z (en los lugares de aplicación de los momen- 
%os L), máx My 0,54L (en las secciones A y B), Q = 0,46L/r (en todos los 
Jugares); 9) máx M ==> 0,5821 (en las secciones A y B), máx | Myor | == 0,408L 
(nas secciones € y DJ, ; 10) máx M = Pr (en los lugares de aplicación 
le los momentos 2P), máx | Msor | = 0,19Pr (en las secciones bajo el ángulo 
central de 32%30' respecto al eje CD de simetría de la carga). O ==+ P (es cons- 
tante dentro de los límites del semianillo). 5.147, Véase la solución. 5.148. 
PP/(192£J) (valor exacto). 5.149. PE/GSEJ) (valor exacto). 5.150. » |1/z = 
=7PP/(68EJ), 0 |1/4=>3PP/ZSGEN. 5.154. 0 |1= MAÑED), v]1= MB/CÉN. 
A partir de los valores EJ. 1, Ma dados en los datos del problema, los dia- 
gramas representados en la figura fueron obtenidos con ayuda de un ordenador, 


Capítulo 6 


a, 07 = —82,7 MPa, 0, = —47,3 MPa, 
Omáx = 12 MPa < | 01, Y = 1/200< 
60 MPa, dy = —-18,8 MPa, 6.5. 0,,4x = 
= 120 MPa, f = 0,495 em. 6.6. 0, = —22,8 MPa, 0, = 18,4 MPa, f= 1 cm. 
6.7. P.= 3/2 kN. 6.8, Perfil en U N*27. 6.9. k = A 


La di 
16. 0) = P/aS, 
6:18. P= 3,57, e =0,23 cm. 

b 1%. 6.32, 0, > ay cuando z < 0,40, 
0, < 0, cuando 2> 0, y = 04 = —09 == 37,5 MPa. 6.2. 0a 
= 119 MPa, On = 83,3 MPa. 6.25. En cuatro veces. 6.26. 1 = 6,5 mm; 
en UN 24, 6.27. o = $18 MPa. 6.28. de = 3,44 0). 6.20. Perfil en U N* 30. 
6.30. Véase la solución. 6.31. Oygy = 142 MPa < (0), 0.82. Gpy4z = 159,8 MPa: 
6.33. Onyx = 103 MPa. 6.34, En 3,1 vecos. 6.35. 5 = 8,6 cm..0.96. P = 23 kN. 


$27. Em 14.8 om 38. Deco o4re 


ción 


P=77.6KN.6.41. P 0, N..5.42. io 
un rombo con seridlagonales iguales a 3,24 cu y 6,35 cm, un rombo con sera 

diagonales 9,2 em y 1,03 em. 6.43. d = 24,4 cm. 6.44. Los segmentos sobre los 
ejes son a =—516 cm, d= —6,7 em. 6.45. Un rombo con semidiagonales igua- 
les a 4 cm y 1/07:cm. 6.46. M/Mp = 1 — (N/Nm)?, 6,47. Véase la solución. 
6.48, M=B44 kN=m. 6.40. N = 38,8 KN. 6. 25 cm. 6.51. P= 
= 128,5 kN; 6.52. d = 4,86 cm. 6.53. 0e=134 MPa. 6.54. d1 =4,95 cm, d51 = 
=5 10m, dir =5,85 cm, -dyy = 5,2 em. 6,55. 0, = 45,8 MPa< [o]. 6.56. 
omg =82 MPa < [0]. 6.57. d.=5 cm. 6.58. Véase la solución. 6.59. Véase la 
solución. 6.60. d =8 cm, 6.61. d= 5,56 em. 6.62. d> 4,3 cm. 6.63, Myop = 
= 0,71 KN'-m. 6.64. d = 5,9 cm. 6.65. P = 7kN. 6.66. 4= 4,4 0m. 6.67. 9 = 
=124 MPa< (ol. 6.68. 0] "124 MPa, 0] '=115 MPa. 6.69. d=15 cm. 


6.70. d=1,25 cm. 6.71. d=2,2 em. 6.72. En dos veces. 6.73. o. 4010 MPa: 
6.76. oP'=120 MPa<[0]. 6.75. Omar=1541 MPa< lo]. 6.76. M= 
=138 MPa<lo]. 6.77. oJ=435 MPa< lol. 6.78. a=8,05 cm. 6.79. 
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máx 01! =159 MPa< [o]. 6.80. a=5,1 cm, a=a/2rad. 6.81. a=—102 MPa, 
6.82. 0.125 MPa. 6.83, o=184 MPa. 6.84. P=1 kN. 6.85. P=3,5 kN. 
6.86. Véase la solución. 


Capítulo 7 


7.£. 2) disp, = 46 mm; cuando d=30 mm, Pag =29 EN; D) ayy = 
= 40 mm; cuando a = 30 mm, Pag = 69 EN; €) Dig = 40 mmm; cuando d= 

25 mum, Pag = 47 KN; d) el número límite del perfil es el N*16; para el 
Node Pag=l4 kN. 7.2. 27x43,5 mm, 7.3. d=54 mm, 7.4. Qí9: 00): 
3 O : da = 1: 0,977 ¿0,614 : 0,518. 7.5. a) d = 46 min; d) dez = 68 man, 
en ¿so d¿Una sección tubular es más ligera en un 37,5%. 7.6. 3,50 kg; en 1,7 ve” 
cos. 7.7. Poy = 180 kN. 7.8. d = 30m. 7.9. d = 40m. 7.40, Pop = 7,4 kN. 
7.11. Pi, 2 500 kN; Lay = 1,4 m. Tomando en consideración la Influencia de 
la fuerza cortante Poy == 0,97P2, (la disminución es de un 39). 7.42, res == 
23,63, mes=1,83. 7.13. 4) d=26 mm; 2) d=21 mm. 7.14. 0) Po= 
="w Y 2 EJ/a%; b) Papa 23 EJ/a). 7.45. 6=40 mm, h=8 mm. 7.46. T= 
23435 K, em 058-108 < Eyes: 7:17. 7%. Thin 1450 K. 7.48. hon 

1,67 cm. 7.49. 4) Pag = 311 KI; 2) 590 KN; 3) 543 KN; 4) 390 kN, 7.20, 
2) 0.) = 255 MPa, 0) 231 MPa, c),200 MPa, d) 260 MPa. 7.21. Para la barra 7 
Po: 2136 KN, para la barra 2 P¿y=78 kN. 7.22. Según la condición de estabilidad 
geñeral Pag=30 EN. sogún 18 condición de estabilidad local Pag=110 KN. 

3 


Es e a 2EE1 de 
MS EN KN. 7.24. 225 kN. 7.25. T= gro Mp 
ñ 


7.26. Pey=526 KN, según la fórmula de Yasinski Poy=526 kN; 


3 

según la fórmula de Euler (condicionalmente) Pep = 790 kN, 7.27. Pop = 
= 45,2 kN, Sise cambia 7 por E, Poy = 35,6 kN.7.28. a) 3,37 veo 100 
veces: c) 2,19 veces. 7.29. Acero, 2,02 cm. 7.30. La condición de establlidad 
está cumplida; los coeficientes de eppuridad son correspondientemente 2,10 y 
2,03. 7.31. Una de las variantes posibles es: el an; X 80 X 8. 7.32. 4= 
= 2,6 cm. Pag = 188 kN. 7.33. Los resultados de la solución están escritos en 


Tabla para el problema 7.33 


Relación entre la flecha en el punto [Coetiotente] Error de la 
“abscisa x y la flecha máxima | dota | Iierminto 
serra Srítica 


Si mi | pentic | Ue 

Forma inicial (a)| 0 0,33 0,67 1 - ome 
A-ra aproximación 0 0,48 0,85 1 12 +21.6 
h 0 0,49 0,86 1 10 +1,3 

o 0,50 0,87 1 9,87 - 

Forma inicial (b)| O 0,51 0,87 dl = =- 
4-ra aproximación 0 0,5 0,87 1 9,84 -0,3 


la tabla que sigue, donde k? os el coeficiente en la fórmula Py = WEJ/B. 7.34. 
Tos valores del coeficiente 4* obtenidos por los distintos métodos para la fórmula 
Poy = KEJ/B se aducen en la tabla. 7.35. Los valores de k? obtenidos para la 
jórimula Py =2EJ/8 para n=2, 3, á son respectivamente iguales a 8; 9: 9,87, El 
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Tabla para el problema 7.34 


Caso a) Caso h) 
Método energético 10 9,8710 
Método Eubnov —Galerkin 10 9,8710 
Método de aproximaciones sucesivas 9,86 9,8361 
Valor exacto 9,87 9,8096 


Tabla para el problema 7.36 


Variante a) solución aproximada 5,17 9,07 
Variante D) 5,35 9,34 
Solución exac 5,09 9,2% 

1 El 


(E) aora A 


UB 
2 


valor exacto es 429,87. 7.36. 2) Pyp=9,6 


—(1—P $ cosx 


b) Pepa? EJ/(9C), donde c=i+(h-1) [sen 
tos 42 en la fórmula Pop== 4*£J/1% obtenidos por dis- 


x E + Los coefici tE 


tintos métodos se aducon en la tubla, 7.37. 2Pq¿=< 1357 . 7.38. 8%40/1%. 7.39. 


El 9 
nl Ss ¡8) 29,20; 
(Pih Pdo = 5 GE, donde 4% IE ap ¡ 4) k2=9,20; el valor exacto 
es k%=9,45 (ol error es de un 1,9%); b) 2=8,78; el valor exacto es X%=8,95 
(el errores de un 1,9%), 7.40, Caso de un apoyo elástico. Cuando n=2 (véase 
la figura del problema) P¿p=8£J/12+cl/4; cuando n=3 (flexión simétrica) 
Per = 9EJÍ* + ol/6; cuando n= 3 (flexión antisimétrica) Por = 278J/1. 
Caso de dos apoyos elásticos, Cuando n = 3 (ilexión simétrica) Por — 9£J/B + 
+ cl/3; cuando n= 3 (flexión antisimétrica) Pep = 27E4/1% "c1/9; cuando 
n= 6 (flexión antisimétrica) Pop = 72£J/8. Los Frálicos (1/Pn el/Py) están 
dados on la solución. 7.41. P¿. =2,3Pg, Pg = 83,5 kN. El número mínimo del 
perfil de la viga equivalente al 'apoyo absolutamente rígido es el N* 30, 


7.42. Pee =20,4 KN, Ip =1 m. 7.43. Cuando (<< 4, n= EN +» 


cuando 4<1<20, + (143): cuando 4220, n=13 (EJ dor 


QPELTAI/R En el gráfico (véase la solución) las, rectas correspondientes 
están irazadas con líneas contínuas. 7.64. Aproximadamente ni = 2/(1 + kJ: 


cuando k==0, m2 = 2, La solución exacta nos lleva a la couación HEM/A y 


AY 44. cuando: d=0, n5=204. 7.45. El coeficiente mn se deter 
eV knn/2 k 
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mina mediante la ecuación L (1— 9) =00 4—m) (2022) =0. Cuando 

<=0, m=1, cuando c= 00, m=4,7.46. 4) (ES)pa1p = Pal/3, 5) (ED oyo = 
Pall2, por la fig. €) (EDpygp = Palío. TAT. copa = 3EJ/8. 7.48. Ruin == 

= MEJÍA. TAO. Japga == 200/(2nE) > 7,23 ct. 1.50. Jay = 39,6 Caos, 


E a 60 cuando c2>10,3kN/m, 
TL Po AE SA Pio 26 5 cuando ¿2 103 XN/m. 
La rigidez crítica del apoyo es cy = 10,3 kN/m. 7.53, Pqp = leyegi(e, +0) 
— 1,6 kN. Al perder la estabilidad, la barra permanece recta, girando alrededor 
del punto con la coordenada x, £allle, + ca) == 40 cm. 7.54. El vuelco tendrá 
Ingar cuando la fuerza Ppr = 1575 kN. La fuerza crítica de Euler es Pp = 
<> 1830 KN. La tensión eh los tirantes (cuando 6 == 1 cm) es o =— 218 MPa. 
7.58. Pop= mE +E, E 7.56. 1) P¿¿=Gnd'/(321a)=20,1 KN; 2) después 
de perder la estabilidad P = Po.q/sen y = Por/(d — q*)/6; 8) cuando 0,1, 
Pod EN: cuando 9 BASA 2047 Re: Polaado O) Po 


4) P=20,23 KN, 7.37, 243,2 cm; 10,7%. 7.58. 6) Ip yy (Ba), 
M, 


(ue son 41-005 214-480 
Mor 


A 
Ae RE! EU cos 


gl 
Xc0841) y Miggx= — Ep (Kl sen 14 cos M4), ie 


máx 


a, Esa A 
X (800 H=4), Mgy=-Moseckl. 750. a) =P (E, 


17 an 1 
E ia Chxl—klahd 143 Prom), 


Ma — nr 4d, 01 1 ). 
máx — PC OE aña) ma 


ETE __MgP (scake ke Mp 2. 
O (ze) + MM 


1 
cosk | —z 
ye el l = 1. pu MB 2400) 


Máx =—P1 


y Mx=My Xx 


SET uñcosu 


Je 
NE a Sur M5 aX 
cos (1) 12 2 4 —ocsu 1 
XxX O O<<z + 
PL 3 snkx PRA _ PR 3gu—a) e 
"ET 18 cos BETO IT MX 
sen ka PO PL gn SE E 
e e o e EE 


PO EA A 
SEAT RETA nde 
=NB(MEJ)=N/Ng. El signo menos en el denominador corresponde a la 


290584 44 


fuerza comprimente N, el signo wás, a lu fuerza de tracción. Ambas fórraulas 
2), dunde ferava €s lo 
Las fórmulas exacta 


pueden sor wnidas en la forma /= trans (1— 
Mocha debida solamente a la carga transversal. 


Tabla para el problema 7.62 


N, EN polos] % | 19] 20 [2 400 
OS | 0,2 | 0,6 | 1,2 | | 
Omáx> MPA | 2,0 | 5,0 | 105 | 10 22, | 


Tabla para el problema 7.68 


N, kN | 10 


0,2 | 0,6 | 1,2 


1, mm 
Solución 
exacta 0,2 | 0,6 | 1,2 


y aproximada dan valores casi iguales: M yyy Y 12,84 kN-om. 7.63, Por las 


: da 
A 


+ z ) componemos la tabla, La fuerza critica de Euler 
Ww, cos (0,51 Y ARE) 


es Ny=515 kN. 7.6%. Mpyx=91 kN:cm. 7.65. E pa 


Tr: Véase en la tabla la comparación con la solución oxacta 
obtenida por medio de los datos del problema 7.62 (cuando e=4 cm, N, 


. e 
Pe T=ómaaloz * /“1=N7Ng * 
donde dg= im + Ny es la carga de Euler. La tensión máxima de compresión 


=575 kN). 7.66. La flecha máxima es /= 


e8 Ssomp,= Omeg (1 + 1/4), donde k = 5/6 es el radio del núcleo de la sección. 
La toasión máxima 01 = Omeg (//k — 1). Los tensiones en la sección serán de 
un mismo signo cuando / <'£. La tensión Ocomp llegará al límite de fluencia 
cuando la flecha máxima sea igual a f= k (011/0me4 — 1). 7-67. 1) Noa = 
ATEN: DORA TOS 7 e pod Bon. Aquí a = NE 
=NÍNp + Omax = NiUF + [1W)=478,5 MPa. 7.69. Cuando 1=1,2 m, 
Naaz = 24,4 KN (un 76% de la cerga de Euler). Cuando 1=4,5 12, Nas = 
= 12,9 kN (un 90% de la carga de Euler). 7.70. a) Mp = 2,05 KN" 
2,3,05 KN «1; e) 0:58 kN -m5 2) 1,48 kN om; e) 2,4 kN -m; ) O8AN-m. 7.14. a) 
My =—3,88 kN:cm, Omix =196,5 MPa; 0) Mp=-—2,9 kNsom. 7.72. 
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Cuando n=2, w*= 


32EJg NE. —3, e HAE/g sere NE: 
o (1 $g7) ; cuando n=83, (1 del 
La frecuencia de oscilaciones se aproxima a cero, si la hen eS N 
alcanza su valor, crítico: cuando n < 2, Nos = BEJ/0, cuando n= 3. Nor 
= 9£4/1, 7.73. 1% = 40, el valor exacto es L2 = 412? 2 39,4784. 7.74. 
«L valer exacto de E ='9,870. 1.7558 = 24, el valor exacto de PIS 2049: 
7.76, k3 = 89,54, el valor exacto de A? = 39,4785. 7.77. Cuando n = 10 14 = 
=39,4807, cuando n =16, 4% =39,4797, cuando n = 20, k% == 39,4789; el 
valor exacto es 39,4784. Con el erecimiento'de n se observa una cada vez mayor 
aproximación desde sarriba», si n = 20 el error disminuye hasta un 0,01%. 
7.78. 18 = 9,87065, 7.79. 4% = 9,869738, el valor exacto es 1% = 9,860604. Bl 
error es cerca de un 0,0001% . 7:80. Cuando n = 7, J* = 36,8983; cuando n = 14, 
42 = 88,4174; cuando n = 17, Ñ2= 39,0337; cuando n= 21, 1% 30,4803; 
el valor exacto es 42 = 3,4784. En esta problema obtenemos ama aproximación 
desde «abajo» (véase la respuesta pora el problema 7.77). 7.81. Cuando n += 7, 
1% == 9,7052; cuando n = = 9,8030; cuando m = 17, Ji = 9,8433; cuando 
n= 21, Ji = 0,8526; el e o e 9,8096. 7.82. Cuando n = 7 
42 = 19,8786; cuando m==14, A2= 19,8569; cuando n == 17, A» 20,0580; 
cuando n =21, 4% =20,£003, el valor exacto de 43 = 20,1907. 7.83. Cuando 
cum 9/4, A == 3y ka= 0,607. IEl valor exacto es 43 = 9,45 (ol error es de un 
2,8%), Cuando 2 2/9, 0 2, 18 = 9,006, el valor exacto es 43.= 8,95 (el 
orror és de un 4,59). 7.84, El crecimiento catostrófico de la flccha en el caso 
de carga dinámica tiene Jugar cuando P/Pg 2 6,5, Véase en la figura para la 
Solución del problema la forma. de la flexión Iateral. 


Capítulo 8 
84. 9máx = 80 MPa. 8.2. Cuando A/A =4 el error es de un 9,5%. Cuando 
MR =0,5 el error esde m2 %.8.3. Gx = 72,5 MPa < [o]. 8.4. P = 3,27 kN. 


8.5, A = 2 mm. 8.6.0 py, =102,8 MPa, 8.7. 0y=123,5 MPa, 0, = 


=—80,7 MPa, 88. A =dIMPAER). aproximadamento A = 9610/(4). 
8.9. Omáx = 115 MPa, 8.10, A= 0,0108, cm. 8.11. 0, Im áxen el eslabón ostirado. 


es.en un 22,3% mayor que en el anular, 8:12. Según la J1Y teoría doxt = 190 nm 
según la IV teoría dexi= 106 mm, 8.3. Sirvo como margen de seguridad: 


(09 Ia = (09 000 (E ) y. 8:44. A == 0,0322 mm. 815,0 == 
Té int 


== 80,5 MPa, pint= 252 MPa, 8.16. A = 0,0283 mm. 8.17. A= 0,06 mm. 
8,18, A = 0,045 mm, P= 47kN.8.19. A = 0,0212 mm. ny = 2,82. 8.20, A = 


== 0,073 me. .21. on 1,8 veces. 8.22, pit = 36 MPa, 8.23. p = 5,65 MPa, 
en la de cobre (01)m4x == —25,8 MPa, en la de acero (Ot)m4x =25,7 MPa. 


Capitulo 9 


9.4. 04m = 256 MPa, 9.2. Og = 122 MPa. 9.3. lp = 2,54 m, n, 


3395 Eg, 90 MPa, 0 119 mí gin = 160 fer 
158'MPa. 9.7. 049 — 97,6 MPa. 9. = 103,8 MPa. 
99. Gan = 278 MPa. 940. 0 2 rad/s, tqm = 118 Mba, 91 nep 


= 419 T.p.m. 9-2. Tam 6 MPa. 9.18. 5gy = 13,05 MPa. 9.14. (07)p4x = 


> mix = porra = 320 MPa, en el disco con el orificio (0)máx= 


= 640 MPa, (0y)yp4x =320 MPa. 9.45. n= 3340 r.p.m. 9.16. En el disco 
(Ormáx = 16,7 MPa, en la Manta 07=:217,5 MPa. . 947. n= 


29. 45t 


= 4183 r:pom. 9.18. (Ot)maz = 152 MPa, oy =—47,8 MPa. 9:19 > 
= 46,72 4/5, 04 =42,55 le. 9.20. 0 =1121 1/8, 7, = 0,0560 5, 0. 
= 1442 1/s, T, = 0,0565 9. 9.21.  = 69,14 1/5, 7 = 0,0909 s. 9.22. La fre- 
cuencia aumentará en dos veces. 9.23. w = 12,65 l/s... 4; 0) 19 = 49,51 1/s 
ada a. or 194 Us, 7 = 0,329 8; b) 0 = 78 1/5, 7 == 0,0805 s, 0! 
Tis Tm 0.084 5: 0) 6 = 156 1/5, 70.043 5, 00 151 l/s, 7 
= 0,0416 s. 9.25. uv = 39,8 1/s. 9.26. w == 24,62 1/s. 9.27.» = 20,44 1/s. 
ON 5. Sin tomar en consideración la masa del as vigas, 0. 9.20 
== for, donde 04 = V Tm. 9.30. w =V 3EJ/(2mP). 9.84. mea = 
= m/2 + Dm sep? (azi. 9.32. 60 = 53,78 1/8. 9.33. «0 = 17,80 1/9. La so- 
Tución exaóta es ws = 17,42 4/2, 9.34. d = 8,7 cm del árbol rígido, d == 4,3 cm 
a exible. 9.35: 1 = 28,5 1/8, 9.36. 0) (== 313 4/a, T= 0.0201 5, 
o ab Ala, Y e 0,0297 8,0) 0 = 171 1/8, 7 = 0,0367 8, 9.87. wo = 455 1/9 
Ta E 348 1/8, Y => 0,0183 5. 9.39. 7 = 0,331. 9.40. Sin tomar en conside 
ración la fuerza comprimente w = 54,92 4/s. Tomando en consideración la fuerza 
E rimente 0 02. 30 4/9, 9.41. wo == 2,87 4/9, y == 7,44 1/9, 9.42, 1, = 4/20, 
e 2 mun, 141 =, 39.6 MPa, 9.48, Véase la solución. 9, 44. 04m = 
LS Yáta, 07n4x > 219,4 MPa. 9.45. Véase Ja solución. 9.46. 4 = 3,85 Ima, 
MPa, 9.47. no= 489 r.p.m., 061n == 08,93 MPa, 9.48. dam = 
végimen es estacionario gi = 55,95 MPa. 9.49. T, = 
9.50. 6, = 0,618Y 2/m = 19,66 1/8, Aj/Ay = 
S18y ¿Im = 51,48 1/s, 4/4, = —1,618. 9,51. 9, = 73,7 U/, 
9 EY 2 26,3 1/8, oy = 138 1/9, 9:53. 01 = 54 1/5, 09 == 
y e 223 4/s, (o; = 379 1/5. o =268 1/8, Ay: A, 
25 283) 11: 4,564; 04 =52,74 4/s, 4,: Az: Ay = 0,210 
2501). 9:50. Ay =14,78 mm, Ay = 14,60 men, 0410 == 83,2 MPa. 
ma > 16,8 kg. 9:58. Bajo = 7.13 mi, 041 = 7,85 MPa. 9.59. Agin 
== 2,54mm, 9919 = 161,4 MPa. 9.60. Ain = 5,6 mun, 04m = 560 MPa. Tomando 
a consideración la masa de ln barra dy == 5,53. 118, Ogn = 556 MPa, 
9.64. Jaja = 30,5 MPa, h == 4,27 mm. 9.62. Las tensionos dinámicas son igual 
9:63, Tam == 327 MPa. 9.64, n=45. 9.65. 04m =357 MPa. 9.66. 04m = 
200 MPa. 9.67. Oaj = 156 MPa. 9.68. Tam = 1182 MPa. 9.69. Og1n = 
= 16,6 MPa. 9,70, Myygx = Y 1087 mygh. 9:11. Cuando el cooficiente de mag- 
netoestricción es A ==7,5-10-5 no aparecen vscilaciones paramótricas. A la rec 
sonancia paramótrica principal le carmepende la frecuencia de exoltación igual 
Aja = 1800 Hz. 9.12. Var == 868 km/h. 9.73. Los coeficientes en las expresio- 
nes de las frecuencias primera y segunda son A, == 4,768, Ja = 9,054; los valores 
exactos son dy == 4,790, hy = 7,850. 9.74, 2, = 3,148, ha = 7.078: los valores 
exactos som dy = x= 3142, 2, =2a = 6,283. 9.75. hy == 4,734, dy = 7,860, 
11,000) Ay = 14,142, dy 2 17,412 Jos valores exactos (en adición al pro- 
Bloma- 9.78) donAs = 10,946, 2a == 14137, A == 17,280. 9.76. %y = 3,149, dy = 
= 9,285, da = 9,448, 


sí 
= 00.4 MPa, Y = 58,5 MP: 


== 12,628, Ay = 15,885. Los valores exactos son Ap = 


Capítulo 10 


10.1. [a] =43 MPa. 10.2. »=4,7. 10.3. n=24. 104. n=42, 
10.5. n= 4,37, 10.8. May = 4,611 KN -m, Mpysp = 11 kN m. 10.7. n= 


= 1,92. 10.8..m = 1,49. 10.9, n =1,5, si está pulido n= 1,6. 10.10. n = 
24,78, 211,91, ayyy = 1,74. 40.11. n = 1,95. 10.12. Desde n, = 288 r.p.mn. 
o Y = 0,855 :101 ciclos. 10-14. n = 1,18. 

Aly =1,3 mm. 10-16. 6=1,1 mm. 10.17. p= 9. 10.18. AD = 
40.19. 1 =300,h. 10.20. Enwun 30%. 10.21. n= 1,1. 40. 
10:23. 21= 25,4 mm. 10.24. K,, ¿== 195 MN -m378. 10.25. Nito 
40:26. "P (a > 057) == 0,00003. 10.27. P = 0,0001. 10.28. P = 0,0008. 
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Capítulo 11 

11.4. Sygz = 100 MPa, 0y =0, Tmgx = 50 MPa, Kopgr = 300 N -0/mm, 
0 =6 m (convexidad hacia abajo), py = —20m (convexidad hacia arriba). 
14.2. 07, máx = 112,5 MPa, Oy, máx = 37,5 MPa, Tmpgx = 37,5 MPa. La condi- 
ción de Tesistencia se cumple: de = 99 MPa < 120 MPa. 14.3. M¿ = My = M. 
Por una superficie esférica de radio p = ER/(12M (1 — MW), Emáx = (0/2):0 = 
= 6M (1 — WAEN). 11.4. | Kopgyl =M, el vector Kygx forma con el eje z 
un ángulo de 45*; la curvatura es igual a cero, la torsión 9" = 6M/(Gh"). 11.5» 
M¿= —M, = K= 30 N «m/m; los momentos actúan bajo un ángulo de 45" 
respecto a los ladas de la lámina; Py = 1,2 m, py =—1,2 Mm; 07 = —0 = 
sn EE ) — 58,5 MPa. La condición de resistencia so cumple: 09 = 58,5 — 
— (258,5) = 117 MPa < 160 MPa. 11.6. My = 87,5 MPa. Por una superficie 
cilíndrica de radio p,=3,32 m y unas generatrices paralelas al ejo y : 0x, máx = 


= 60 MPa, Uy max = 21 MPa, Tax = 195 MPa. 11.7. Omgz = 80 MPa, 


Tmáx 
Kmax = 75 Nom, Tragz = 281 MPo, Y == 0,73 mm. 11.40. Ap = 75 kPa, las 


tensiones disminuyen en 1,6 


LAS z 

EE Mbs. La 
Sima es 0 018,7 MPa. La 
Mocha máxima es máx v= pr/(64D) = 4,85-10- cm; 6) La flecha máxima 


(en el centro) es máx v= ¿y E == 0,0197 em. Los momentos flectores son: 


M=plrg+p—26+ pl, Meal +) — + 3l/s, 
= o dh 
máx M= pro (3 + )/16 = 5,06 N-m/m. 11.12. máx 0 E ED” 


= 0,085 cm, máx o = 23 +19 DE 91,5 MPa, máx e=pr/01)=4,5 MPa. 


11.13, máx o = Pr?/(461D) = 0,066 cm. 11:44, v= (222/(82D)) ln (2/r + 
+ Pr ONIBRD),, máx y = Pre/(16aD) =2,48:103 "om “(en el centro 

M,= PIU y) ln (2/2) — 11/4670), PO +10 bn (0) <= 
1115. Los momentos flectores M1, en la sección circunterencial y Ma en, la sec- 
ción radial son idénticos e iguales a Mo. La flecha es y = Mp (1 — ad/A + 
+ 1) 2D], donde z es el radio variable. La flecha máxima (en el centro) es 


= My - e PA (PE 
máx 9 = Mor?/((1 ++ 1) 2D] == 0,0440 cm. 14.10. máx o= faz (py A 
E pri 3 E 
ad). 1.7. mo zz (PG lo 7) 118.0) 


MR—mr A (Mm) REA 
E A 


A GA MM Mm — AX 


) mm +07]. 11:40. La flecha máxima(en el extremo 


del orificio) es máx v = 0,0246 cm. La tensión máxima (en el mismo lugar) es 
o = 58,8 MPa; véanse en la figura los diagramas M, y Ma. 11.20. máx v = 
= 7.510-Som. 11.24. máx v = v (a) = 2.97-10-*cm. 11.22. 0 = 2,88 MPa 
disminuye 2,18 veces. 11.23. Otor = 18,4 MPa aumenta 1,56 veces. 11.24.h = 
= 1,84 mm. 11.25. Otor = 50, MPa es dos veces mener, 11.20. Las tensiones 
críticas disminuirán 76 MPa. 41.27. Tiop = 114 MPa. 11.28. Trop = 122,6 MPa 
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disminuye 45 MPa, 11.29. Es mayor en 2,58 veces. 11.30. Pag = 1,45 KN. 
a) En 2,12 veces; b) en 4 veces, 14.92. a) En 3,32 voces; ) en 1,8 veces. 1 
3 =107 mm. 11.34. Pag =18 EN. 14.35. q =40 kN/m, N =80 kN/m. 
11.36. q = 4,2kN/m: 11:97. Pag = 2,57 £N a partir de la condición de estabi- 
lidad delas alas, 11.38. APag = 4,03 
N/M kN. La parod del perfil en U es menos 
estable. 14.30. La carga admisible aumen- 
tará en AP=1,39 kN. La pared del 
peta en U es ¡menos estable. 11.40. 
10,7 kN, 11.41. Las dimensiones de 
cada uno de dobleces es igual a10 mn 
Jas otras paredes son de 30 zara cada una 
Progr =19 KN. 41dh, Pior, maz! 
=284 KN, kign=1965, Por, mins 88 KN, 
= 4,95 11.43, 2=0,72 mm 
11:46. Pros 15,6 KN. 41.45. Prop == 
510% Pa 20,3 am. 10:40. 
A=4,8 mu, 11:47. Mipp = 6,2 KN 0, 
tor == 4,1 MPa, 11.48, Mioy == 4 kN «1, t=15,9 MPa. 14.49. M q =190 kN -m 
disininuirá on 142,5 RN -mo 11.50. Qigr = 943 kN. 11.51, Auméntaró 3,23 ve- 
cos. 11.52. h = 9,3 mm. 11.58, La sobrepresión exterior 12 kPa supera la pre- 
sión de cálculo (inferior) 7,25 kPa; la estabilidad de la hóveda no está asegurada. 
11:54. meys =4,74, 11.55: h > 1,75 can. 11.56. (Ag)c. = 69 kPo, 11.57. El an- 
rular PrÍDO-S, el factor de seguridad es n = 2,72. 11.58. N == 308 KN; 11.59, 
== 32,2 kN. 13.60. Ojar == 108 MPa. 14.64. 3 <= 0%, cya*n/D = 32 siendo el 
valor exacto le = 4x2 =2"99,4784. 11.62. 42 == 39,25, en éste caso en compara- 
ción con el valor exacto (vónso la respuesta del problema anterior) el método de 
diferencias finitas da una uproximación desde «abajo». 11,63. 1, = 164 MPa, 
1, — 54,6 MPa. 14.64. 7 == 109 MPa. 11.65. Tpop = 05,4 MPa, 1, = 146 MPa, 
Ye = 172 MPa. 11.06. Tggn == 73,7 MPa, 1, = 114 MPa, 1, = 105 MPa, 11.67. 
insta el detorioro Jyop = 1,02 108 N/ms q, = 2,09-400 N/u: 
Una vez doteriorada Yop —= 3,18-103 N/in, q, = 6.67-10* N/m. 14.68. El mo- 
mento límite disminuirá ea un 48%. 


Para ol problema 11.19 


ES 


Capítulo 12 


12.4. wz. 12,2. 44 = 2,4 m0. 12,3, 9= 0/4, Ppy=V 2V lo1/l. 


12.4, P=142 KN. 12.5, dm B, am 2/2— B. 12.6. Na =300 KN, Ng= 
> —80%N (compresión), Ye = 26 KN. Después de la descaa Ma = 13,30, 
Ny =40.kN, No =26,7 ÉN. 12.7. a =x/4. 12.8. 0=5/4 120.N= 
a ple soña)6=10g0, ue Y P/EF. 12.10. 0 = 136 MPa, 6 = 18,4 cm, a == 
fol Las lonsiones disminuyen 4.5 veces, 12.41, 5 = 0.55 Pal(EF), la so 
ción fija del cable coincido con la polea 8. 12.12. N, =14N'/0, Na = 7N/4/0, 

Mía, Ni= 
12.46. 4, = 


+ la barra debe ser fabricada más larga. 12.47. máx | 0 ]= 


:12 MPa (compresión en el tramo AB). 12.18. 2a = b. 12.19. w=0, 
= abt-E 12.20. Véase la solución. 12.21. 4 =0,5. 12.22, AY = Supa?/, 
12.23. Cuando k < 3,5 la resistencia es constante, cuando k > 3,5 la resistencia 
dismibuye en-la relación (k + 3)/6,5. 12.24. 5zy = Y 0307. 12.25. Cabo b) es 
más poligrosó cuando a > 31/2. 12.26. 1=P /2/('am). 12.27. Para el estado 


tensional plano debe ser 0,0,07+2TxyTerTy: 0x7, —0y Y —071%,=0. Además, 


N,=8NJ9. 12.13. N,=0,3M/a, Ny =0,1M/a, Na= — 
—0,3M/a, 12.44. P=24,8 KN, q = y 
2Ph cos a 


12.45. d == 8 
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en caso del estado tensional lineal debe cumplirse la relación 0,0, + 0403" 
+ 0,0% — TE, — Ti — TE = 0. 12.28. 040 =3,73, 1=37,3 MPa, oE == 
33,15 MPa. 12.29, 0,/0, = tg 0 + p/11 + u 19 0). 42.30. %,p4x = 52,5 MPa, 
12.31. FP = 1nD%/(82a). 12.82. Mig =2,45 KN. 12.33. 9 =2tpl : (62D), 
ERES 19 Ka 

E ak cs O 
32Kt 

20 0 a) 1206. = 0,540. 12.87. Ea = 
12.38. Tmgx, Ac Tmóx, co=1» 12.39, K=3nD*2f1E/16. 12.40. 


K 
FF Oa: Ad Jai 02h, Jam 0.12.42. Ma= 


= . 12.43. Vénsela solución. 12.44. Cuandoh/0= Y 3 el momento 
de inercia Y, es máximo. Al módulo resistente W, es máximo cuando h/0 = Y/2, 
12.45, Jy == 01/15. 12.40. h/b = /2. 12.47. Los puntos de coordenadas 2= 
= Y 0% — DIAZ, y 0. 12.49. Todos los ejes que pasan por el punto O 
son principales, 12.50. Véase la solución. 12.51. 0 = Bz/l, 12.52. Vénse la su- 
lución, 12.53, En la capa neutre 1/2. 12.54, El momento fleo- 


12.34. Ma =54% Mom K, M 


e Y 
IIA 
n 1 
Lp». 
y all 22 ml 
Para el problema 12.56 Para el problema 12.61 


DI 12.56, Véase la 
figura. 12.57, M =0, Q =—m, N = —m en la parte horizontal y N =m, 
en la parte vertical de la estructura. 12. gr?. 12.59. Los puntos an- 
gulares de la estructura con la carga dada son relativamente inmóviles. 42,00. 
da = 0 008% a, AE sen a, Ajo 1 cos a, donde o = 5 Im yt 
=$ Sx son las tensionos en ol punto X de la sección transversal de la viga 
Lg, s (E es la distancia entre el punto X y 1 

720 Sx=3 (1) + vu esta pi y la capa 
neutra de la viga]. 12.61. Véase la figura. 12.62. Véase la figura. 12.63. Oy4z = 
3 PL 
43 
h 


tor es M= (L ctg 36%)/2 = 0,692. 12.55. L= 


en la sección medía de la viga. 12.64. 0,51. 42.65. AS 2 , donde 


es el área de la sección 


; véase en la figura el diagrama 1. 12.66. 0=0, 
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máx | M | = ma, 12.67. 54 = q1%/(EF), donde P = bh es el área de la sección 
de la viga. 12.68, Véase la figura. 12.69. 44 = 0,574/%, 12.70. Maestr = 2Ph/3. 
12.71.58, =0, 87 = 2P0Y/(3EJ). 12.72. A = PP/(ABE)). 12.73. Véase la so- 


r 
Emi" H 
Para el probelma 12.82 Para el problema 12.05 


lución. 12.74. q =6P/l. 12.75. 04 = —qu/(GES). 12.76. L e 3£J/(2501). 
12.77. 6 = 3nPP/4EJ). 12.78. x= 0,2651. 12.79. Opgy = 3qa'/(403), 04 = 


= qa'/(BEJ). Véonso en la figura los diagramas O y M. 12.80. El diagrama de 


Para el problema 1268 Pura el probloma 12,79 
los ¡uowentos ilectores está representado go la figura. 12:81. M x= 3ETE/O. 
'GLES). 12.83. Vénse la figura. 12.84. A= 


Para el problema 42.80 Para el problema 12,83 


4285, de 2 (244), donde J= ZE, £ y Geon los módulos de clas- 


ticidad del material de 1 y IT géneres. 12.86. x= a/3. 12.87. J/J, = a*/0%, 
0 La /(SIES,) = L/BIES ). 12.88. 57 = 2Lo*/3EJ) (hacia arriba). 


Anexo 1. Tablas de consulía 


Tabla 1 
Valores de las funciones 


1 =e7P% (cos fa-+-son Ba) y q, =e"É (cos Pz—sen Bz) 


para cálculos de vigas sobre base elástica 


ANEXOS 


0 EE 


3 
3, 
3 
(5/ 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
(6/ 
4 
4 
5 


Perra 


El 


—0,03659 
—0,03407 
—0, 03138 
—0,02862 
—0, 02780 


0,0794 
0,00852 
0,00786 
0,00598. 
0,00898 
0,00892 
0,0870: 


Tabla 2 


Valores de las integrales determinadas que se encuentran al calcular 
esfuerzos y desplazamientos en borras y anillos con eje circular 


« 
> vo Sra 
ó 
1 |sen 
2 | 005 
3 |snp 
4 | ostp 
5 [sen 
6 | cost 
7 | buno sena—a asa 
8 | Bcosp cos a+ a sen a—1 
3 | pasen Za sen a —(a?—2) 008 0—2 
10 | f2zcos Za ens a+ (a2—2) son a. 
11 | Bsentp qa asenta—< cos da 
12 |Beostp Fest a sen Pa cos dad 
13 [senfcsB senta 
14 | sen P cost $ (1—cost a) 
16 | son*Beosp Ferro 
16 | sen*ficosrp Foz senda 
17 | sen2p 3 —F cosa 
48 | 00829 $ son 2a 
19 | Bsen2ó sen 2a—L a cos 2a 
20 | fBcos28 $009 204 ha son 2 
21 | sen (a—$) i—csa 
22 | cos(a—b) sena 
23. | sen Bsen (a—$) qena—h aca 
24 | sonfcos(a—B) Fasena 


Continuación de la tabla 2 


10 


a 
$160 
ó 


25 | cospsen(a—P) 


20 | cospcos(a—$) 


asma 
1 1 
E sn + acosa 


Tabla 8 

Cuelicientes q de Hexión longitudinal de elementos en compresión axial 

(está aumentado en 1000. veces) 

Resistencia de cáloulo E, MPa 
Estontes A 
200 | 240 230 | 20 a60 | 400 | 41 | uso s20 | 500 500 | 640 

10 | 088 | 087 | 085 | 9s4 | 088 | 982 | 084 | 980 | 970 | 078 | 077 | 977 
20 | 067 | 052 | 050 | 055 | 952 | 040 | 966 | 043 | 941 | 038 | 030 | 934 
30 | 039 | 931 | 924 | 917 | 9t1 | 905 | 000 | 80s | 891 | 887 | 883 | 879 
40 | 906 | 804 | sss | 873 | 963 | 854 | 856 | 840 | 832 | 825 | 520 | 614 
so | ss | 852 | s3s | s22 | 809 | 796 | 785 | 775 | 704 | 746 | 120 | 742 
so | s27 | 80s | 785 | 766 | 749 | 721 | 006 | 672 | 650 | 628 | 608 | 588 
7o | 182 | 754 | 724 | 687 | 654 | 623 | 595 | 508 | 542 | 548 | 494 | 470 
so | 734 | 086 | 644 | 602 | 566 | 532 | 501 | 47 | 442 | 414 | 386 | 550 
30 | 605 | 612 | 565 | 522 | 483 | 447 | 443 | 380 | 340 | 326 | 305 | 287 
100 | 509 | 542 | 493 | 468 | 408 | 360 | 335 | 200 | 286 | 267 | 250 | 225 
110 | 537 | 476 | 427 | 364 | 398 | 306 | 260 | 256 | 290 | 223 | 209 | 497 
120 | 479 | 410 | 366 | 321 | 287 | 260 | 237 | 249 | 203 | 490 | 478 | 467 
130 | 425 | 364 | 313 | 276 | 247 | 223 | 204 | 180 | 475) 463 | 458 1 445 
140 | 376 | 315 | 272 | 240 | 245 | 495 | 478 | 464 | 258 | 463 | 134 | 426 
150 | szs | 276 | 239 | 244 | 380 | 271 | 457 | 445 | 334 | 126 | 448 | 443 
460 | 290 | 244 | 2t2 | 487 | 467 | 452 | 430 | 420 | 420 | 412 | 405 | 099 
110 | 250 | 248 | 480 | 467 | 450 | 436 | 425 | 445 | 107 | 400 | 094 | 089 
480 | 283 | 496 | 170 | 450 | 135 | 423 | 442 | 104 | 097 | 091 | 085 | 084 
100 | 210 | 477 | 454 | 456 | 422 | 414 | 402 | 094 | 088 | 082 | 077 | 073 
200 | 195 | 461 | 440 | 424 | 111 | 101 093 | 086 | 080 | 075 | 071 | 067 
240 | 474 | 147 | 128 | 143 | 102 | 093 | 085 | 070 | 074 | 069 | 065 | 082 
220 | 160 | 135 | 418 | 404 | 094 | 088 | 077 | 073 | 088 | 064 | 060 | 057 


Nota. La restatencia de cálculo, Ft se toma Icual al dimite de fluencia del saaterial 
(G1, 0.9, y) dividido por el fnctor k cuyos valores sc encuentran entre 4 Y 1,1, en fins 
cién de Ia calidad de fabricación. En los problemas del presente litro el valor de k e 


leal a la unidad. 
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Tabla 4 
Valores de las funciones 


3 1 g 
coa) v0= (2 7)» 


para el cálculo de vigas en flexión transversal y longitudinal simultánea 


| 0w | vw | xw [o om | %wm | 50 
1,00] 1,304 | 1,0787 | 1,1113 [250 
1,10] 4,1617 | 1,0912 | 4,1379 (2,51 
1,20| 1,1979 | 1,1114 | 1,1086 [2,52 
1,30| 1,2306 | 41,355 | 1:2039 |2,53 
1,40] 1,2878 | 1,1610 | 1,2445 |2,54 
1,50/ 1,3434 | 4,1015 | 4,2014 [2,55 
4,60) 1,4078 | 1,2260 | 4,3455 |2:56 
1,70 4,2673 | 4, 2,57 
1,80 1,3147 | 4, 2,58 
1,90 4,3704 2,59 
2,00 1,4365 2,60 
2,10 4,5158 2,61 
2,20 1,6124 2,62 
202 1,6233 2,63 
2,22 1,6243 2,64 
2,23 4,6457 2,65 
2,24 1,6572 | 2,0199 [2,66 
2,25 4,6690 | 2, 2,67 
2,26 1,6812 | 2,0578 [2,68 
2,27 1,6936 | 2,0775 [2,69 
2,28 1,7062 | 2,0976 [2,70 
2,29 4,7492 | 2,1181 [2,74 
2,30 1,7325 2,1392 [2,72 
2,31 4,7461 | 2,1608 [2,73 
2,32 1,7601 | 2,1830 [2,74 
2,83 4,7744 | 2,2057 [2.75 
2,35) 2, 1,7891 | 2,2290 [2,76 
2,85| 2,5022 | 4,8041 | 2,2520 [2.77 
2,56| 2,5320 | 4,8195 | 2,2774 [2,78 
2,97| 2,5625 | 4,8354 | 2,3025 [2,79 
2,88| 2,5039 | 1.8516 | 2,3284 (2,80 
2,39| 2,6262 1,8683 2,3550 2,81 
2,40] 2,6596 | 4,8854 | 2,3822 [2.52 
2,41] 2,6935 | 1,9031 | 2,4103 [2,83 
2,42| 2,7287 4,9212 2,4391 [2,84 
2548| 2,7649 | 1,9398 | 2,4687 [2,85 
2,44| 2,8024 | 1,9589 | 2,4993 [2,86 
2,45| 2,8403 | 1,9786 | 2,5308 [2,87 
2,46| 2,8798 | 1.9069 | 2.5630 [2,88 
2,47| 2,9204 | 2,0198 | 2,5964 |2,59 
2,48| 2,9624 | 2,0413 | 2,6307 [2.00 
2,49]* 3,0056 | 2,0635 | 2,6562 [2,94 


A 
E 


Continuación de la tabla 4 


zu TO) va xXx) | Lu o) ww) x 
2,92 4jor21 | 7,2sta |a,s2| 88.4522| 44,8824|  74,9572 
2,93 s5u1460 | 7,5871 |3.13| 164,7487| 82:0812| 133/8017 
2,94 5u3401 | 7,9406 [3,14] 1199,1629| -800,1900| 972,2502 
2,95 5.5875 | 8,3500. [3,45 |—-227, 1608 |-112,9747 | -383,8716 
2,96 5,8622 | 8,7946 |3,16|—103,7570] —51,2692| —83,8391 
2,97 6,1688 | 9,20l0 [3,17 10068 | —54,2342 
2.98 6i5134 | 9,8489 [3,18 

2,99 6,9035 | 10,4804 [3,19 

3,00 7,3486 | 14,2013 13,20 

3,01 7,8618 | 42,0847 [3,30 

3,02 3,40 

3,03 3,50 

3,04 3,60 

3,05 3,70 

3,08 3,80 

3,07 3,90 

3,08 4,00 

3,09 4:10 

3,10 4,20 

3,11 


Ñ 
A 


IS 


sá 
ES 


Tabla 5 


Coelicientes y de reducción de la longitud 1 para 
barras de rigidez constante con apoyos articulados 


La parto media 


de la longitud a es de rigidez cons- 


tante (el momento do inercia de la sección os Ja); la 
rigidez de las partes extremas simótricas respecto al 
centro de la barra varía según la ley Jx=Ja (2/0) 


Sa 


401 


Tabla 6 


s 
3 
3 
£ 
3 
Z 
a 
g 
3 


referencia respecto a los ejes 


Magaltudes 


aa 


Ya 


1,77| 249 


Ex 


." 


as pap se 


tuo | ye 


El 


¡3ad 1ap wary 


om 


[Dimensiones 


ma 


10d 19p «Ni 
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Continuación de la tabla 6 
“Magnitudes de referencia respecto a los ejes 


Dimensiones] 


E E] E E 
E 3 rn s 
A EI 
3 E ala ee] ps 
z ma EN ems [em | ems [em | cm* ¡om 

6,5] 42,8 122 [a,09 3,88] 50 

7 | 13,5 131 [2:08 3,88| 54 

Ss | 15,6 447 (3,07 3,87| 60 
to [100 [10 | 19,2 479 18,05 3,84| 74 

42 | 228 209 [3,03 3,81 

14 Z37 [3.00 3, 


4,87] 122 
4:86| 435 
4:84) 149 
4:82] 474 [2:46 
4378) 200 |2,45 
43751 224 [2:44 
.47] 192 |2,79 
+46) 211 7% 
42 | 3005) 26:51 602 957 15/43) 248 12:76 
19 | 31,4 19 
ea 5 
10 J160l14 | 49;3 16 
16 49,1 14 
18 | 54)8 43 
20 | 60,4 2 
41 38,8 
49 90 12 42,2 
12 | 47,1 
AE 
v . 
20 ¡2016 | 62,0 » 
E PE Y 
5 | 94 ñ 
EOMERTAS 5511688 [3:59] 81 
14 | 60,4 59 |1159 ]4,38 
2120116 | 6806) 53: 58 | 1306 (4:36 
16 | 78,5 | 61,5 78/1942 [4,98 E 
48 | 87.7 | 6819 7 15/2458 4,96 , 
20 | omo! 7614 T 72/2370 |4,94 $ 
25 | aso |22 [106,1 | 83.3 ER 69/2579 |4,95| 114641 7,00 
25 |4119,7 | 94,0 7 64/2687 |4,91| 13064 | 7.41 
28 |183:1 11045 | 7747 | 7,61 | 49244 |9,59/ 3190 |4.80|44074|7,23 
EN 142,0 [111,4 | 8177 17,591 12965 19,56/3389 - 14,891 15753/7,31 


ap es 


2 o9sz | sosaL ses 
EL $E02 4] 
04 5 09 
2 ; 7 
, 9 ES EL 
1 5 En 39 
$ y 168 ¿ES 
y 13 sis $ 
je des lo q 
$ 092 Le .0% 
y 09% 158 m4 
$ 361 4 E 
$ 20% 38% E 
9 155 e 
2 3 E 
1 y 5 
ES + 4 
y 11 
$ 2 
$ 
E 
65 
sua ua «uo un em sua 5 
A, A x », pisos 
mM e a j “a E ES 


A 91GOP 9p Sera Caruasjes ua Sopena 01030 ap SaJ1pu0g 
4 
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adri ta | 2888] 58] 888 


> 2 B 5882| 88| 885 


YY 


op anuso 
A 


F 


"Datos de referencia respecto de 108 ojes 


1Roup Ur y op e 


Angulares inequiláteros de acero laminado 


Tabla 8 


4 Misod 199 voy | $ 


300584 ee 


Continuación de la tabla 8 


a 


1 35 ota 139 oro | $ 


aupa) Sp o jney 


"Datos de referencia respecto de los ejes 


466 


ns 
L 
E 
> gj38 | 8383 | eere | 28 [eass 
5 e A Ai ara | oca 
> IN O EC or ET 
> Ejd3| Exa | 2885 | 4ds | R8gs 
> lglae[e2s | esse [383 [3 88 
da | dad | duna | des [Sesa 
¿ ¿¡22] ea b 3 
+ |i[¡sé| ses | des3 | 982 (5888 
PICA 
Eo E 
A 2X2 | Zeon ale 
euetcoor |p [38 | 50 | 3333 | 733 | 308% 
El > 00 00 A A E 
3 = Hls|s 3 els 
lA s|= | J|=]x 
<q hen bs ] 
=i | 5 E 3 |% 


Continuación de la tabla 8 


30 


-eujody op or 


2.23 olo top oro 
nauy. 


3 
2 
3 
¡ 
A puposoaa 
3 ESO 
É í 
E E E 
3 82 
4 l pd 


3, 
617 | 3,52 


551 


1082 
1333 
1475 
1613 


¿07 
02 
7,99 
7,97 


Two or y 9p osea 


A ES 


Dimensiones. 


= flel e [sf E | 8 

a 3! 3 3 3 ES 
. 

El 2 2 El S 2 

zÉ = 2 > ES PS 


RIAS STnS 


Al inncccnazeg3gN 


AE 


Magnitudes de referencia respecto a las ejes 
Sz 
e 


Pértiles en U de acero laminados en caliente 


Tabla 9 


Dimensiones 


ARTITIDARRADIARRES 


Mosa) 


Mosa teórica (masa do 1 m 


Radlos de giro 


3 
É 
¿ 
3 
E 


a DRLELLERRIARRLIRREA 


[[reernernessonzsss 
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Tabla.11 


Mr 


1 
En 


Sp, MPa 
0,03 


¿Ens828: 


3358338x% 


38588283 


Coelicientes de concentración efectivos para árboles con arista hueca en flexión Ky y en 


pS 
3 


= 


concentración 


Coeflotentes, de 


Ko 


Ky 


Tabla 12 


-Coelicientes de concentración Kop y Ksp para árboles con plezas encajadas 


4ojustadas) 
0, MPa 

o 
mo 400 500 600 700 $00 900 1000 1200 
nm |2,25 2,50 2,75 3,00 3,25 3,50 3,75 4,25 
30 k [4,69 1,88 2,05 2,25 2,44 2,63 2,82 3,19 
h | 4,46 1,03 1,79 4,95 2,11 2,28 2,44 2,76 
m |2,75 3,05 3,9 3,68 3,00 4,28 4,60 5,20 
50 k | 2,05 2,28 2,52 2,75 2,97: 3,20 3,45, 3,00» 
h |1,80 1,98 2,18 2,38 2,57 2,78 3,00 3,40 
n [2,95 3,28 3,60 3,94 4,25 4,60 4,90 5,00 
00 y más| k [2,22 2,46 2,70 2,96 3,20 3,46 3,08 4,20 
ETA OE h | 4,92 2,13 2,34 2,56 2,76 3,00 3,18 3,04 
m [1,75 1,90 2,05 2,20 2,35 2,50 2,65 2,05 
30 k [141 1,53 4,64 1,75 1,80 1,98 2,09 2,8% 
h [4/28 4,38 4,47 4,57 4,67 4,77 41,88 2,06 
a [2,05 2,23 2,52 2,00 2,78 3,07 3,20 3,02 
Kw 50 k [4,64 1,87 2,03 2,15 2,28 2,42 2,57 2,74 
h [4:48 1,60 4,74 1,83 4,95 2,07 2,20 2,42 
m [2,17 2,37 2,56 2,76 2,95 3,16 3,3% 3,76 
1100 y más] k | 4,73 1,85 2,04 2,18 2,32 2,48 2,80 2,92 
h | 4,55 1,66 1,83 1,94 2,00 2,20 2,31 2,58 


ota. La tabla presenta los datos de tros tipos di 
). ajuste prensado (mo y ajuste Hijo deslizante (N). In los 10% 
loa pieza (de 


Tabla 13 


Cargas (tensiones) críticas de cálculo (Inferiores) en los problemas de 
estabilidad de bóvedas 


Bóveda cilíndrica elrcular durante la compresión azlal (R es el radio de la 
bóveda, h, su grosor). La tonsión de cálculo es o=KE $, dond el coeficien- 
te k so determina a partir de la tabla 


Rh [20] | 750 [100 1500 
de | 0. 0.8 0,12 000,0 


ant 


Bóveda cilindrica clreular sometida a presión eztertor (R es el radio de la 
bóveda, L, la longitud, h, el grosor). La presión de célculo es pm 


3 % 
=0,92vE 7, Y” 77 » dondeel coeficiente y se determina mediante lo tablo 


v 0,7 | 0,6 | 0,5 | 0,4 


Bóveda eltindrica elreular expuesta a torsión. La tensión de cálculo es s=> 
=0,16%8 23/12, donde el coeficiente % so determina mediante la table 


Rih <a | 500. | 200 | 1500 


k | os | 02 | os | 0,5 


Bóveda esfírica sometida a preslón eztertor (R es el radio de la bóveda, 
h, su grosor). La presión de cálculo es p=vE fr, donde ol coeficionte y se- 
determina mediante la tabla 


Rih [so] EJ | 750 | 1000 | 1500 

y 0,16 | 0,15 
Tabla 44 
Unidades de medida de magnitudes mecánicas en el Sistema Internacional (SI). 
Sontag | gg | parón costo 
Fuorza, carga Newton N 1 N=0,1 kgl 
Intensidad — lineal Nim — |1N/m=0,1 kg1/m=40* kgf/cm. 
de lo carga 
Tensión Pascal Pa 4 Pa=0,1 kgf/m8=10-* t(/m8 
Módulo de elasti-| Pascal Pa 4 MPa=10 kgl/cm*=100 tf/m* 
cidad 
Intensidad de la|Pascal Pa 4 kPa=0,1 11/m8 
carga sobro la su- 
perficio 
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Continuación de la tabla 14 


poe ose | ser 1 | og] in ceo 
Momento de fuerza N-m 1 N-m=0,1 kgf-m=10 kg!-co» 
Trabajo, energia [Julio (Newtom| 3 1 J]=0,1 kgf-m= 10 kgf-cm 
por metro) 
Potencia Watio  (Julio| W 1 W=0,1 kgf/m+s 
por segundo) 
Longitud metro m 1 m=100 cm=1000 mm 
Masa kilogramo kg |1kg=0001 8 
Densidad (masa 
específica) kg/m* 
Poso específico kgf/mo> 


Unidades múltiplos 


Nombre Tera Siga Mega Kilo Hooto Deca 
Designación T k bh da 
Multi plicadores A0IR 409 40% 409 40% 40 


Unidades fraccionarias 


Deci Conti Mili Micro Nano Pico 
com M a B 
4072 4072 4078 407% 407» 10% 


Nombro 
Designación 
Multiplicadores 


Anexo 2, Cálculo de construcciones en ordenadores 


Esquema sinóptico 1. Cálculo de una viga de varios vanos 


Más abajo se muestra el esquema sinóptico 1 del programa de cálculo y de 
construcción de los diagramas básicos para una viga de varios vanos. Se realizo 
un algoritmo generalizado, compuesto de tres Sapa: 

4 introducción y corrección de los datos con salída al dispositivo impresor: 
alfabético-digital (DIAD); 


2) composición y resolución del sistema de ecuaciones algebraicas lineales. 
respecto a reacciones en los apoyos y a las constantes de integración; 

3) composición de los datos para la construcción de representaciones grár 
ficas del esquema de carga, de los diagramas de las fuerzas transversales, de 
los momentos flectores, de las flechas de la viga. 

El programa ge basa en el método de integración directa de la ecuación 
diferencial de la línea elástica de la viga. 

El esquema sinóptico se ha realizado en forma de programa Dásico y una 
serie de funciones externas y de subprogramas. La lengua de programación 
es FORTRAN-4, En calidad de software auxiliar se utiliza el paquete grá- 
fico GRAFOR. La estructura del programa se muestra en el esquema sinópt 
co 1 (véase la pág. 474). Algunos programas particulares sirven para el cálculo. 
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Lonformación des conjunto ae aatas para el avegrama de 
las momentos feciares 
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des fuerzas transversales 
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Esquema sinóptical 


Comienzo 


Intraaución de das dates iniciales 


Jalida de das datos iniciales ae LIAD. 


Lálcuio del conjunto de numeración de das granos 
Le libertad de las A0gOS. 


-— r 
7Vatriz de rigidez del Hasrdz ae las masas 
elemento Finito 2el elemento finito 


Masrizae 163 cosenas loque ae cdteuto 
IFOAOrES De piemento ae OS ConACIonoS. 


Finito, 20 fronsera 


ALEA 


Marríz ae regidez 
dela construcción 


Matriz 4e) pa 
la eoniricción 


Resolución del sistema 
algebraicas 


ae ecuaciones 


7 


Eáteuto delas frecuer- LDeserminación de 
cas de las oscilaciones les formas de las 
4renias OscÚtaciones 


A ES 


Jatica ae les Latas obtent—- 
205 al LIAD 


Fin del 
pregrama 


de las flechas bajo la acción única de fuerzas exteriores y de las: echas provo- 
cadas por reacciones unitarias en los apoyos; 

Como resultado de la realización del subprograma del paquete gráfico 
se trazan automáticamente los diagramas de los momentos lectores, de li 
fuerzas transversales y de las flechas, se practica el sombreado, se indican las 
dimensiones, se representan los apoyos mismos, la línen elástica de la viga, 
las fuerzas y los momentos exteriores, así como la distribución de la carga. 


Esquemas sinópticos 2 y 3. Cálculos de las características 
dinámicas de las vigas, láminas y bóvedas efectuados 
en ordenadores 


Més abujo se muestra el esquema afotica 2 del programa que sirve pare 
la determinación de las frecuencias y formas de las oscilaciones propias de ele- 
mentos constructivos. El cálculo se > besa en los métodos de elementos finitos 
de superelementos O ri y MSE), fundados a su vez en el método varlectonal 
le iz en en dé 'éase también los datos y soluciones de los proble- 
mas 7,84 y 9.73-—-9.76). 
Ei problema tiene resolución uni, bi y tridimensional en función del esque» 
ma de cálculo desarrollado. Mediante el algoritmo se prevee también la posl- 
bilidad de investigar las construcciones compuestas de materiales de composi- 
ción y de diferentes 

En la pág. 475 se expone el esquema sinóptico 2 del programa referido 
a una construcción en aproximación a vigas con el empleo de los ME] 
utiliza la lengua FORTRAN 4 para ordenadores de sistema!) (de la serie BO, 
La introducción de todos los datos necesarios se cfectús por medio de tarjetas 
peloradas El "control de que la preparación e introducción de lo: 
cortos a leva 9. cabo mediante el DIAD (véaso la descripción del pr 

ti 

Ms dsica Enicalos incluyen cuatro grupos de magnitudes. 

4. Los parámetros que determinan las dimensiones de las matrices. Entre 
ellos se tienen: el número de e tos finitos (EF) en los cuales se ha desmem- 
brado la construcciós júmero de nodos de cálculo; el número de grados de 
libertad en cada nodo; el número de nodos fijados. 

2. Los parámetros que determinan la topología de la construcción; ellos 
Incluyen la geometría y Jas dimenejones de la construcción, la dieposición mutua, 
de los em tos fi estos datos pertenecen los conjuntos de numeración 
de los le los nodos de cálculo en el sistema de coordenadas 
o 

a Las características físico-matemáticas del material de la construcción. 

08 paráxnelros de rigidez e inercia de la construcción en los nodos de 
cátoulo std 


La ¡ón previa de la construcción en EF es arbitraria, El programa 
admite el empleo de 3 a 6 grados de libertad on cada nodo. 
El programa estructural consta del ma básico (directivo) y una serio 
de subprogramaemóculos, que cumplen “determinadas funciones: 
el cálculo de las condiciones de frontera y del número de grados de 
Mbertad eS el nodo; 
iy cálculo de los coeficientes de las matrices de rigídez y de masas de- 
nformación de la matriz de transformación de las coordenadas, 
al pasar del sistema local de coordenadas de los EF al sistema general (de le 


los 


ares. 
En el ES se utilizan, Pm , procedimientos estándar que ejecutam 


raciones sobre 


din de oran “véanse los págs. 363," 
Como resultado del cál ds, se saca a la im; ¡presión en el DIAD el vector 
ide 108 diez Hrecuencias propios inferiores y de las correspondientes formas de: 


oscilaciones. 


dor de sistema (de la serie EC) — familia de ordenadores de la 
fabricados en NÓ URSS a partir de 1972. 


Esquema sinágsico 
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Zas RLVELES 
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ltcutodeta matriz ze rigidez 
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2elosEr 
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Zerigiaez ae las Iro.y 220, 
Reveles subsiguientes 


Lonformación de (25 motrices 
ae masas delas 1ro y 240. 
REVELES SUOSIQUIERLES 


Resolución artos ecuaciones de ainámica 
Le (282 SEEMienaO en Cuenta Les cargas 
en105 fronteras 


Lonstrueción de la matriz de 
transformación de co0raenados 


Pasoz tas 
con base mi 


e UaS EOOPRIARAOS 
fort 


Conformación ae da matriz de 
rígiaez para la construcción en 
se conjunto (del mayor SE) 


z | 
Conformación ae ta masriz de 
MSDS para La construcción en 
su conjunto (del mayor SE) 


Resotución deba ecuación de la dinámica 
Zeta construtción en Su COnJumo 


Frecuencias de tas escitaciones 
Ze la construcción en su 
conjunto 


Formas de oscilaciones as da 
construcción en su 
conjunto 


Paso sucesivo a tos SE del oraen 
iafersor 


Formas de las oscitacton 
nes 2e Ef y S2aístazos 


En el esquema sinóptico 3, se muestra el algoritmo de cálculo 
de una construcción compuesta de elementos en forma de planchas y bóvedas 
¿ápeulas). Se aplican los métodos de los slementos finitos (BF) y de los supor- 


elementos E). Cada uno de los superelementos, a su vez, se aproxima con 
ptos sioltas. En calidad de BP, en el programa dado, ss utilizan planches 
de forma triangular en planta. Como su] entos de distintos niveles es 


cómodo elegir partes constructivamento terminadas del sistema. 
da superelemento se analiza por separado, ¡Bride de lo cual se lleva 
a cabo la eperación de concordancia  compatibilización) de los mismos. A fín 


“n 


de obtener una elevado exa: 
matrices de rigidez izado, Él se efectúa teniendo 
en cuenta la influencia de los restantes elementos sobre el mismo. Esta opora= 
ción se denomina condensación dinémica. Después de determipar las frecuencias 
y las formas de las oscilaciones de la construcción en su conjunto en coorde- 
nadas modales (recorrido directo) se la Ceterminan las formas de las oscilaciones 
de partes aisladas (de los superelementos de todos los niveles, incluidos los 
tos), (recorrido inverso). 

los EF reticulares, el algoritmo de cálculo 
de la construcción con ayuda mentos en forma de plenchas, contempla 
el hallazgo de los parámetros inerciales y de rigidez de los nodos durante la 
realización del programa, lo que simplifica de modo considerable la prepara- 
ción de los datos iniciales, 

Los programas citados, 
ser aplicados para la resolució 


elementos 
A diferencia del programa ñ 
le 


que se basan en los MEF y MSE, también pueden 
'n de los problemas de la estabilidad estática (vénnse 
los ra 7.16—7.88), pero, en lugar de determinar la matriz de masas, 
aquí se halla la matriz de la geométrica. 

Los en! = 1es examinados de determinación de las características dinámica: 
(así como en los problem lidad), también pueden ser utilizados para 
la resolución de problemas de mecánica de destrucción lineal. Con este fín, al 
estudiar construcciones con defectos en forma de fisuras (grietas), pasantes 
o resi se usa un elemento singular especial. Este elemento se destaca 
en el campo de partición y se coloca en el vértice fisura. La parte restante 
del superalemento se representa en forma de elementos finitos (regulares) habi- 
juales. 

Las operaciones más Inboriosas que 'n en este caso, son las atínentes 
al cálculo de los coeficientes de la matriz de rigidez e de masa del elemento 
ngular, que se cumplen por integración numérica de las expresiones matricla- 
les correspondientes. En la lengua FORTRAN de los ordenadores de sistema 
unificado se han formulado subprogramas-módulos de cálculo automatizado 
de estas matrices. La llamada de estos módulos mediante programas básicos 
que sirven para el cálculo de las características dinámicas o para la determina- 
ción de los coeficientes de intensidad de las tensiones, se realiza modo aná- 
logo a las operaciones correspondientes en el caso de los EF regulares. Las 
matrices de rigidez y de masa de toda la construcción se conforman por medio 
de la suma de los coeficientes correspondientes de las matri Igidez y de 
masas de todos los elementos, incluyendo los singulares. 
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do distribuclones probabilísticas. Aquí mismo so indican unos 
«cuantos hechos más importantes de la estadística de procesos 
aleatorios, la cual constituyo una nueva rama de la ciencia. 


